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 پژوهشیمقاله 

ی  ای چرخان با وصلهبرداشت انرژی ارتعاشی از ورق دایره

 پیزوالکتریک 

 *عرفان رستگار 

 دانشجوی کارشناسی ارشد 

 دانشکده مکانیک دانشگاه خواجه نصیرالدین طوسی

 علی اصغر جعفری 

 استاد

 دانشکده مکانیک دانشگاه خواجه نصیرالدین طوسی

erfan.rastegar@email.kntu.ac.ir ajafari@kntu.ac.ir 

 

 

 11/5/1405تاریخ پذیرش:                                                                                                   29/2/1405تاریخ دریافت:   

 چکيده 

های اخیر  مصرف است که در سال های کمهای نوین تأمین انرژی برای سامانهبرداشت انرژی ارتعاشی یکی از روش 

ای چرخان  توجه پژوهشگران را به خود جلب کرده است. در این پژوهش، برداشت انرژی ارتعاشی از یک ورق دایره 

اثر  مجهز به وصله پیزوالکتریک بررسی می با در نظر گرفتن  ارتعاشات ورق  بر  شود. بدین منظور، معادلات حاکم 

های طبیعی، ولتاژ و توان الکتریکی تولیدی  نیروی گریز از مرکز و کوپل الکترومکانیکی استخراج شده و فرکانس 

یافته انجام شده و تأثیر  گیرد. حل معادلات با استفاده از روش عددی مربعات دیفرانسیلی تعمیم مورد مطالعه قرار می

مترهایی نظیر اندازه و ضخامت وصله پیزوالکتریک، موقعیت نصب آن و ابعاد دیسک بر عملکرد سامانه بررسی  پارا

توجهی دارد،  شده اثر قابل های دینامیکی و میزان توان برداشتبر ویژگی دهد دوران ورق  شود. نتایج نشان میمی

منظور  متر مکعب به دست آمده است. در نهایت، بهمیکرووات بر میلی  3/ 45که چگالی توان تولیدی حدود  طوری به

مقایسه    1کامسول  افزارمحدود در نرم   اجزای سازی  های طبیعی و پاسخ سامانه با نتایج شبیه اعتبارسنجی، فرکانس 

 .شودشده و تطابق مناسبی مشاهده می

های ای چرخان، مواد پیزوالکتریک، کوپل الکترومکانیکی، فرکانس برداشت انرژی ارتعاشی، ورق دایره واژگان کليدي:  

 طبیعی، مربعات دیفرانسیلی تعمیم یافته، گریز از مرکز 

 

 . مقدمه1
انرژی  آن  در  که  است  فرآیندی  انرژی  های برداشت 

شکل به  اطراف  محیط  در  استفاده،  موجود  قابل  های 

میبه تبدیل  الکتریکی،  انرژی  تعریف  ویژه  در  شوند. 

جمع به  انرژی  برداشت  تبدیل  امروزی،  و  آوری 

 
 نویسنده مسئول *

چگالی نظیر انرژی خورشیدی، های پراکنده و کم انرژی 

حرارتی، ارتعاشی و الکترومغناطیسی به توان الکتریکی  

شود. هدف  های الکترونیکی اطلاق می موردنیاز سامانه 

هایی  اصلی این فرآیند، تأمین انرژی پایدار برای سامانه

مانند   متداول،  تغذیه  منابع  به  دسترسی  که  است 

mailto:mech_mag@yahoo.com
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ها دشوار یا های قابل تعویض یا شبکه برق، در آن باتری 

های برداشت  حتی غیرممکن است. در میان انواع روش

ای انرژی، برداشت انرژی ارتعاشی محیط از اهمیت ویژه 

برخوردار است؛ در این روش، حرکت مکانیکی ناشی از  

شود و ارتعاشات محیطی به انرژی الکتریکی تبدیل می

فرکانس   و  شدت  به  برداشت  قابل  انرژی  میزان 

دینامیکی   مشخصات  مبدل    سامانهارتعاشات،  نوع  و 

 وابسته است. 

فناوری  و  سامانهمواد  در  متداول  برداشت  های  های 

فتوولتائیک  مواد  شامل  تبدیل  2انرژی  انرژی    برای 

برای   ترموالکتریک  ژنراتورهای  و  مواد  خورشیدی، 

های الکترومکانیکی نظیر  تبدیل انرژی حرارتی، و مبدل 

برای  الکترواستاتیکی  ژنراتورهای  و  پیزوالکتریک  مواد 

انرژی   برداشت  هستند.  ارتعاشی  انرژی  تبدیل 

گسترده  در  کاربردهای  سنسوری  سامانهای  های 

سامانهبی خودتغذیه،  سیم،  میکروالکترومکانیکی  های 

سازه  سلامت  پایش  عمر  تجهیزات  طول  افزایش  و  ها 

ها دارد. در این میان، مواد پیزوالکتریک به دلیل  باتری 

امکان استفاده از اثر مستقیم پیزوالکتریک برای تبدیل 

ای جذاب برای  کرنش مکانیکی به بار الکتریکی، گزینه 

می محسوب  انرژی  برداشت  و  تبدیل  حسگری  شوند. 

انرژی مکانیکی ارتعاشات محیطی به انرژی الکتریکی با 

انرژی  »برداشت  معمولاً  مواد،  این  از  استفاده 

شود و عموماً در سطوح توان پیزوالکتریک« نامیده می 

وات، برای تغذیه  پایین، در محدوده میکرووات تا میلی 

 رود. رف به کار می مصادوات الکترونیکی کم

می سامانه را  ارتعاشی  انرژی  برداشت  بههای  طور توان 

تقسیم کرد. برداشت    4و میکرو  3کلی به دو دسته ماکرو 

توان  خورشید  و  باد  مانند  منابعی  از  در  انرژی  هایی 

  های سامانهکند و در رده  تولید می   MWتا    kWمقیاس  

می قرار  انرژی ماکرو  برداشت  که  حالی  در  گیرد، 

توان عموماً  محدوده  ارتعاشی  در    mWتا    µWهایی 

بندی میکرو طبقه  های سامانهکند و در دسته  فراهم می 

شود. انتخاب مناسب مبدل و تنظیم شرایط تحریک،  می

محدوده فرکانسی و الزامات توان خروجی، نقش مهمی 

بهینه  مبدلدر  عملکرد  ایفا  سازی  پیزوالکتریک  های 

 کند.می

دایره  صفحه  هندسه  پژوهش،  این  چرخان  در  ای 

ارتعاشی  به انرژی  برداشت  برای  اصلی  ساختار  عنوان 

از  مورد بررسی قرار می  گیرد. این هندسه در بسیاری 

شود؛ های مهندسی و تجهیزات دوار مشاهده میسامانه

می  جمله  بخش از  به  توربین توان  بدنه  از  ها، هایی 

دیسک5ها یاتاقان پولی،  انتهایی  و  6ها های  رینگ   ،

 7دیسک چرخ خودروها و برخی اجزای محوری شافت

ها در حین عملکرد معمولاً تحت  اشاره کرد. این سازه 

بدین  و  دارند  قرار  ارتعاشی  و  دینامیکی  بارهای  اثر 

وصله استقرار  برای  مناسبی  شرایط  های  ترتیب، 

آورند.  پیزوالکتریک و برداشت انرژی ارتعاشی فراهم می

های ناشی از نیروی  دوران صفحه، از طریق ایجاد تنش 

های طبیعی و الگوی مودهای  گریز از مرکز، بر فرکانس 

و   کرنش  میدان  بر  نتیجه،  در  و  گذاشته  اثر  ارتعاشی 

 میزان انرژی قابل برداشت تأثیرگذار است. 

، یک  ]1[  2017در پژوهش زو و همکارانش در سال  

کننده انرژی ارتعاشی پیزوالکتریک با دو درجه  برداشت 

کاربردهای   برای  مغناطیسی  بر کوپل  مبتنی  و  آزادی 

سرگیردار  چرخشی ارائه شد. در این سامانه، دو تیر یک 

وسیله آهنرباهای دائمی و دافعه  پیزوالکتریک وارونه به 

شده کوپل  یکدیگر  با  دینامیکی  مغناطیسی  مدل  اند. 

الکترومکانیکی بر پایه اصل همیلتون استخراج و با نتایج  

در  تجربی اعتبارسنجی شد. نتایج نشان داد که سامانه  
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دور بر دقیقه به تشدید رسیده    520و    420های  سرعت 

به  خروجی  متوسط  توان    3/535و    564ترتیب  و 

می تولید  حالیمیکرووات  در  توان کند،  بیشینه  که 

دور بر دقیقه    420میکرووات در سرعت    1604ای  لحظه 

مناسب  کارایی  بیانگر  نتایج  این  است.  شده  گزارش 

های دورانی پایین  سامانه برای برداشت انرژی در سرعت 

 و در چندین باند فرکانسی است.

شده توسط هیلینگ فو و همکارش در  در پژوهش انجام

برداشت]2[  2017سال   یک  ارتعاشی  ،  انرژی  کننده 

سرعت در  چرخان  کاربردهای  برای  های  پیزوالکتریک 

دورانی پایین مورد مطالعه قرار گرفت. در این سامانه، 

از نیروی مغناطیسی بین آهنرباهای در حال چرخش  

شده سرگیردار ساخته برای تحریک ارتعاش یک تیر یک

این   در  است.  شده  استفاده  پیزوالکتریک  ماده  از 

به آهنربا  یک  تیر پیکربندی،  به  ساکن  صورت 

پیزوالکتریک متصل بوده و آهنربای دیگر بر روی یک  

سرعت   است.  شده  نصب  چرخش  حال  در  دیسک 

دور بر دقیقه )معادل    4800تا حداکثر    سامانهدورانی  

نخست،    80 مرحله  در  است.  شده  گزارش  هرتز( 

های ها برای چهار حالت مختلف شامل ترکیب آزمایش 

گوناگون جهت دوران و جهت نیروی مغناطیسی انجام  

بهینه  پیکربندی  تا  و  شد  ورودی  توان  حداقل  با  ای 

جایی آهنربای متصل به تیر پیزوالکتریک  حداکثر جابه 

نیروی   در حالتی که  داد که  نشان  نتایج  تعیین شود. 

مغناطیسی دافعه عمود بر جهت چرخش دیسک اعمال  

نتایج می اساس  بر  است.  بهینه  سامانه  عملکرد  شود، 

هرتز بیشترین    35تا    15تجربی، در بازه سرعت دورانی  

الکتریکی حاصل شد، به که ولتاژ خروجی  طوری پاسخ 

و توان الکتریکی خروجی حدود  ولت    5/1برابر با  بیشینه  

امکان   20 توان  میزان  این  گردید.  گزارش  میکرووات 

استفاده از سامانه پیشنهادی را برای کاربردهایی نظیر  

توربین وضعیت  سایر  پایش  و  خودرو  تایرهای  ها، 

 سازد. های چرخان فراهم می سامانه

، یک  ]3[  2020در سال    شدر پژوهش نارولیا و همکاران 

د برشی  و بر مکننده انرژی پیزوالکتریک مبتنی  برداشت 

(d15برای سامانه به(  و  های چرخشی  تحلیلی  صورت 

نیروی مغناطیسی   این سامانه،  بررسی شد. در  عددی 

نصب  آهنرباهای  بین  استاتور  دافعه  و  روتور  بر  شده 

وصله در  متناوب  برشی  تنش  ایجاد  های  موجب 

تولید   الکتریکی  انرژی  نتیجه  در  و  پیزوالکتریک شده 

شود. نویسندگان با توسعه یک مدل الکترومکانیکی می

به  آن  اعتبارسنجی  تحلیل  و  اثر  کمک  اجزای محدود، 

ابعاد   مانند  و    8وصله پارامترهایی  فاصله  پیزوالکتریک، 

را   بار  مقاومت  و  دورانی  سرعت  آهنرباها،  مشخصات 

و   طول  افزایش  که  داد  نشان  نتایج  کردند.  بررسی 

دورانی    وصله ضخامت   سرعت  افزایش  همچنین  و 

می خروجی  توان  افزایش  که  موجب  حالی  در  شود، 

افزایش فاصله آهنرباها اثر کاهنده دارد. در شرایط بهینه  

دور بر دقیقه، توان الکتریکی متوسط   600و در سرعت  

 میکرووات گزارش شد.  6/358بیشینه برابر با  

همکاران  و  وانگ  پژوهش  سال   شدر  ،  ]4[  2021در 

کننده انرژی پیزوالکتریک چرخان عملکرد یک برداشت

ای با مقایسه تیرهای پیزوالکتریک مستطیلی و ذوزنقه

تحلیلیبه این سامانه، –صورت  در  بررسی شد.  تجربی 

شده روی دیسک  نیروی مغناطیسی بین آهنربای نصب 

در حال چرخش و آهنربای متصل به انتهای آزاد تیر  

انرژی   تولید  و  ارتعاش  تحریک  موجب  پیزوالکتریک 

شود. نتایج نشان داد که کاهش طول آزاد  الکتریکی می 

ای باعث شدن هندسه آن به شکل ذوزنقه تیر و نزدیک 

افزایش کرنش در ناحیه مقید و در نتیجه افزایش ولتاژ  
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ای شود. در بهترین حالت، تیر ذوزنقهو توان خروجی می

برابر    4/1ولت تولید کرد که حدود    1/4خروجی  ولتاژ  

خروجی   توان  بیشینه  همچنین  است.  مستطیلی  تیر 

برابر   پیکربندی  این  سرعت    152برای  در  میکرووات 

گزارش    59/12دورانی   نشان هرتز  نتایج  این  شد. 

ذوزنقهمی پیزوالکتریک  تیر  از  استفاده  که  ای دهد 

تجهیزات  می تغذیه  برای  انرژی  برداشت  کارایی  تواند 

 الکترونیکی کوچک را بهبود دهد.

، برداشت انرژی  ]5[  2021شیرازی و جعفری در سال  

تیر   دو  به  مجهز  چرخان  صلب  دیسک  یک  از 

های پیزوالکتریک را بررسی کردند.  سرگیردار و لایهیک

انتهای   دارای جرم متمرکز در  تیر  دو  این سامانه،  در 

اند وسیله یک فنر به یکدیگر متصل شده آزاد بوده و به 

لایه  قرار  و  بالایی  تیر  روی  نیز  پیزوالکتریک  های 

کوپل گرفته  معادلات  با  اند.  الکتریکی  و  مکانیکی  شده 

دو روش حل   به  و  استخراج  روابط لاگرانژ  از  استفاده 

تقریب   و  برای   تشدیدی دقیق  همچنین،  شد.  تحلیل 

نرم  در  مدل  نتایج،   9س انسی  افزاراعتبارسنجی 

گردیدشبیه  سرعت  نت  .سازی  افزایش  با  داد  نشان  ایج 

میزاویه  کاهش  سامانه  طبیعی  فرکانس  در  ای،  یابد، 

حالی که ولتاژ و مقاومت الکتریکی بهینه ابتدا کاهش و  

الکتریکی  سپس افزایش پیدا می  کنند. همچنین توان 

افزایش   ابتدا  میبهینه  کاهش  سپس  و  و  یافته  یابد 

 ای در سرعت زاویه و     W  094 /0  بیشینه آن در حدود

rad/s  44  می و  حاصل  تحلیلی  نتایج  مقایسه  شود. 

ارائه مدل  داد  نشان  نیز  مناسبی  عددی  دقت  از  شده 

 ت. برخوردار اس

سال   در  تیاگی  و  چاند  پژوهش  یک  ]6[  2023در   ،

با  برداشت  پیزوالکتریک چرخان  ارتعاشی  انرژی  کننده 

صورت تحلیلی، عددی  تیر دارای عرض نمایی متغیر به 

و تجربی بررسی شد. معادلات حاکم با استفاده از تئوری  

برنولی و اصل همیلتون استخراج و نتایج با  –تیر اویلر

آزمایش شبیه  و  محدود  اجزای  تجربی  سازی  های 

پارامترهای  که  داد  نشان  نتایج  گردید.  اعتبارسنجی 

هندسی مانند شیب نمایی، طول مؤثر تیر و شعاع هاب  

نقش مهمی در تنظیم فرکانس طبیعی و تطبیق آن با  

فرکانس  تحریک   در  و  بهینه  دارند. در شرایط  دورانی 

بیشینه    7/ 97 خروجی  توان  و  میلی  71/2هرتز،  وات 

توان   که    mW/mm³  5/ 27چگالی  آمد  دست  به 

تیرهای   به  نسبت  بهتری  متداول  عملکرد  مستطیلی 

 دهد. نشان می

، یک  ]7[  2025در سال    شدر پژوهش وو و همکاران 

بر  برداشت  مبتنی  چرخان  پیزوالکتریک  انرژی  کننده 

مکانیزم خودارتعاشی ناشی از برخورد غیرتماسی ارائه 

از طریق   و  تماس مستقیم  بدون  این سامانه،  در  شد. 

ای میان جزء چرخان و پین  ایجاد اختلاف سرعت زاویه 

و  ضربه شده  تحریک  پیزوالکتریک  تیر  ارتعاش  زن، 

می تولید  الکتریکی  موجب انرژی  امر  این  که  شود 

می تنش  تمرکز  و  سایش  تئوری  کاهش  مدل  گردد. 

شبیه با  و  یافته  توسعه  محیطسامانه  در  و    10سازی 

های تجربی بررسی شد. نتایج نشان داد که در  آزمایش 

دورانی   انرژی   300سرعت  بیشینه  دقیقه،  بر  دور 

پیزوالکتریک به    جزءژول برای هر  میلی  65/2خروجی  

می تحلیل  دست  همچنین  که  آید.  داد  نشان  وایبل 

تواند طول عمر سامانه را نسبت  طراحی غیرتماسی می

 محور افزایش دهد. های تماسبه سامانه

، یک  ]8[  2025در سال    شدر پژوهش شی و همکاران 

بر  برداشت  مبتنی  چرخان  پیزوالکتریک  انرژی  کننده 

رفتار دوپایدار با چاه پتانسیل با عمق متغیر ارائه شد. 

در این سامانه، نیروی گریز از مرکز باعث تغییر فاصله  
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چاه  ایجاد  و  آهنرباها  تنظیم  بین  قابل  پتانسیل  های 

همیلتون  می اصل  از  استفاده  با  دینامیکی  مدل  شود. 

استخراج و با نتایج تجربی اعتبارسنجی شد. نتایج نشان 

دارای   سامانه  که  نسبت    تشدید داد  در    1:2داخلی 

شوندگی غیرخطی در  های پایین و رفتار سختفرکانس 

توان فرکانس  بهینه،  شرایط  در  است.  بالاتر  های 

ب  باند    330/ 6یشینه  الکتریکی  پهنای  و  میکرووات 

هرتز به دست آمد که نسبت    15تا    0عملکردی در بازه  

های دوپایدار متداول عملکرد بهتری  کنندهبه برداشت 

 دهد. نشان می

تعمیم دیفرانسیلی  مربعات  عددی  از  روش  یکی  یافته 

های کارآمد برای حل مسائل مهندسی است که  روش 

در   بالا،  محاسباتی  سرعت  و  مناسب  دقت  دلیل  به 

های اخیر مورد توجه قرار گرفته است. این روش  سال 

قابلیت حل مسائل مقدار اولیه و مقدار مرزی را داشته  

های دارای  های مختلف از جمله سامانهو در تحلیل سازه

به  پیزوالکتریک  وصله  یا  می لایه  پژوهش  کار  در  رود. 

ارتعاشات   دایره   اجباری حاضر،  ورق  چرخان  یک  ای 

آزاد   لبه  با شرایط مرزی  پیزوالکتریک  به وصله  مجهز 

می  اصل  بررسی  از  استفاده  با  حاکم  معادلات  شود. 

آن عددی  حل  برای  و  شده  استخراج  از  همیلتون  ها 

تعمیم  دیفرانسیلی  مربعات  جهت  روش  یافته 

 سازی معادلات استفاده شده است.گسسته 

دایره سازي  مدل.  2 با  ورق  چرخان  اي 

 هاي پيزوالکتریک وصله

 ℎو ضخامت  𝑅 ای به شعاع  ، ورق دایره 1طابق شکل  م

در نظر گرفته شده است که دو وصله پیزوالکتریک با  

صورت متقارن روی به  ℎ𝑝و ضخامت    𝑤، عرض    𝐿طول  

شده  نصب  پیزوالکتریک  آن  وصله  دو  از  استفاده  اند. 

بهره به مدل دلیل  در  تقارن  از  تحلیل  گیری  و  سازی 

تر رفتار دینامیکی سازه در نظر گرفته شده است. دقیق 

بر حسب    Ωبا سرعت دورانی    𝑧این ورق حول محور  

(rad/s)  کند. جنس ورق آلومینیوم و جنس  دوران می

نوع  وصله از  پیزوالکتریک  شده    PZT-5Hهای  فرض 

ورق  شود اتصال بین  سازی فرض میاست. در این مدل 

وصله  و  و  میزبان  بوده  صلب  کاملاً  پیزوالکتریک  های 

آنهیچ  بین  مشترک  فصل  در  نسبی  لغزش  ها  گونه 

د.وجود ندار 

 
های پیزوالکتریکای چرخان با وصلهشماتیک ورق دایره. 1شکل 
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 ايهاي طبيعی ورق دایره . فرکانس 2-1

فرکانس  ابتدا  دایره در  ورق  طبیعی  حالت  های  در  ای 

شود تا مبنایی برای تحلیل رفتار  غیرچرخان بررسی می

دینامیکی ورق در حالت چرخان فراهم گردد. رویکرد  

تحلیلی مورد استفاده در این بخش بر اساس چارچوب  

] ارائه  جنتا  ارتعاشات«  »دینامیک  کتاب  در  [  9شده 

فرکانس می اساس،  این  بر  ورق  باشد.  طبیعی  های 

 شوند: ای از رابطه زیر محاسبه میدایره 

𝜔𝑛 = 𝛽𝑓√
𝐸ℎ2

3𝜌𝑅4(1−𝜈2)
 (1  )                                    

   ضخامت ورق،  ℎمدول الاستیسیته،    𝐸در این رابطه،  

𝜌    ،ماده دایره   𝑅چگالی  ورق  و  شعاع  ضریب   𝜈ای 

به شکل مود ارتعاشی   𝛽𝑓باشند. ضریب  پواسون ورق می 

وابسته است، اما به هندسه و جنس ورق وابستگی ندارد.  

  1مقادیر این ضریب برای مودهای مختلف در جدول  

 .ارائه شده است 

تعداد  mهای شعاعی و تعداد گره nبرای  𝛽𝑓. مقدار 1 جدول 

 های محیطی گره
m=3 m=2 m=1 m=0 n 

0125/2  533/1  1 0 0 

5071/3  9917/2  4393/2  8166/1  1 

8836/4  3417/4  7683/3  1464/3  2 

2209/6  6613/5  0744/5  4497/4  3 

 

دایره  ورق  که  حالتی  در حال  در  محور خود  ای حول 

های طبیعی آن از حالت بدون چرخش باشد، فرکانس 

 11چرخش انحراف پیدا کرده و دو نوع فرکانس پیشرو 

ها به صورت  شود. روابط این فرکانس ظاهر می  12و پسرو 

 گردد:زیر بیان می 

𝜔𝐹 = 𝑚𝛺 + 𝜔𝑛 (2)                                                 

𝜔𝐵 = |𝑚𝛺 − 𝜔𝑛| (3)                                                         

روابط،   این  و    𝜔𝐹در  پیشرو  طبیعی   𝜔𝐵فرکانس 

هستند.   پسرو  طبیعی  سرعت    𝛺همچنین  فرکانس 

های محیطی مربوط به تعداد گره   𝑚دورانی ورق بوده و  

 د. دهشکل مود مورد نظر را نشان می

 اي چرخان . روابط حاکم بر ورق دایره 2-2

های وارد بر ورق، ابتدا  ها و کرنش برای محاسبه تنش 

مؤلفه است  جابه لازم  مختصات  های  دستگاه  در  جایی 

تغییرشکل  استوانه تئوری  اساس  بر  شوند.  معرفی  ای 

اول مرتبه  جابه13برشی  به ،  ورق  از  نقطه  هر  جایی 

بیان می شود. لازم به ذکر است که روابط  صورت زیر 

شده دارای تقارن محوری بوده و رفتار ورق را در  ارائه 

می توصیف  محوری  متقارن  مدل  یک  کنند  چارچوب 

]10[   : 

𝑢 = 𝑢𝑟𝑒𝑟̂ + 𝑢𝑧𝑒𝑧̂ (4)                                                    

𝑢𝑟(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝑢(𝑟, 𝑡) + 𝑧𝜙𝑟(𝑟, 𝑡) (5)                           

𝑢𝑧(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝑤(𝑟, 𝑡) (6)                                                

بیانگر تغییرمکان به  𝜑𝑟و  𝑢  ، 𝑤در این روابط،   ترتیب 

در   تغییرمکان  شعاعی،  راستای  در  ورق  میانی  سطح 

عرضی   نرمال  چرخش  زاویه  و  ورق  ضخامت  راستای 

هستند. بر اساس تئوری تغییرشکل برشی مرتبه اول،  

  تعریف   زیر  صورتبه  خطی  جاییهجاب- کرنشروابط  

 شوند: می

𝜀𝑟𝑟 = 𝜀𝑟𝑟
(0)
+ 𝑧𝜀𝑟𝑟

(1)
=

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝑧

𝜕𝜙𝑟

𝜕𝑟
 (7)                   

 𝜀𝜃𝜃 = 𝜀𝜃𝜃
(0)
+ 𝑧𝜀𝜃𝜃

(1)
=

𝑢

𝑟
+ 𝑧

𝜙𝑟

𝑟
(8  )                     
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𝜀𝑟𝑧 = 𝜀𝑟𝑧
(0)
=

1

2
(𝜙𝑟 +

𝜕𝑤

𝜕𝑟
) (9)                               

ترتیب بیانگر کرنش  به  𝜀𝑟𝑧و    𝜀𝑟𝑟  ،𝜀𝜃𝜃در روابط فوق،  

محیطی کرنش  برشی   شعاعی،  کرنش  و  حلقوی  یا 

  به   کرنش-باشند. بر اساس قانون هوک، روابط تنش می

 شوند: می بیان  زیر صورت

(

𝜎𝑟𝑟
𝜎𝜃𝜃
𝜏𝑟𝑧

) =
𝐸

1−𝑣2
[

1 𝑣 0
𝑣 1 0

0 0
1−𝑣

2

] (

𝜀𝑟𝑟
𝜀𝜃𝜃
2𝜀𝑟𝑧

) (10   )             

ضریب پواسون    𝜈مدول الاستیسیته و    𝐸در این روابط،  

 .هستند  همسانگردمربوط به ورق  

دایره  ورق  ارتعاشات  دینامیک  بر  حاکم  ای معادلات 

بهره  با  استخراج چرخان،  همیلتون  اصل  از  گیری 

میمی بیان  اصل  این  واقعی  گردند.  مسیر  که  کند 

یک   معین،    سامانهحرکت  زمانی  بازه  در  دینامیکی 

  مسیری است که انتگرال زمانی اختلاف انرژی جنبشی 

)با در نظر گرفتن کار انجام    سامانهو انرژی پتانسیل کل  

شده توسط نیروهای خارجی( مقدار اکسترمم )حداقل  

  سامانه یا حداکثر( را خواهد داشت. با اعمال این اصل به  

دایره  گرفتن  ورق  نظر  در  با  و  دوران،  حال  در  ای 

دوران، انرژی  از  ناشی  اثرات  و  کرنشی  جنبشی،  های 

معادلات دیفرانسیل حاکم بر ارتعاشات ورق به صورت  

 آیند: زیر به دست می

 

𝛿𝐻 = ∫ (𝛿𝑇 − 𝛿(𝑈𝑠 + 𝑈𝑐𝑡) + 𝛿𝑊𝑙)
𝑡1
𝑡0

𝑑𝑡 = 0 

(11  )                                                                              

 

ترتیب بیانگر  به  𝑊𝑙و    𝑇  ،𝑈𝑠  ،𝑈𝑐𝑡های  ، ترم11در رابطه  

انرژی جنبشی، انرژی کرنشی، انرژی پتانسیل ناشی از  

هستند.  خارجی  نیروی  کار  و  مرکز  از  گریز  نیروهای 

ای ورق در دستگاه مختصات استوانه  سرعت هر ذره از

بخش   دو  انتقالی  از   حرکت چرخشی و    (𝑣𝑢)حرکت 

(𝑣𝛺)   .این دو مؤلفه به صورت زیر  تشکیل شده است

 :شوندتعریف می 

 

𝑣 = 𝑣𝑢 + 𝑣𝛺 (12)                                                  

𝑣 = (𝑢̇𝑟 + 𝑢̇𝑧) + 𝛺(𝑟 + 𝑢𝑟) (13)                            

𝑣2 = 𝑢̇𝑟
2 + 𝑢̇𝑧

2 + 𝛺2(𝑟 + 𝑢𝑟)
2 + 2𝑢̇𝑟𝑢̇𝑧 +

2𝛺(𝑟 + 𝑢𝑟)𝑢̇𝑟 + 2𝛺(𝑟 + 𝑢𝑟)𝑢̇𝑧 (14)                         

جنبشی  گرفتن    سامانه  انرژی  نظر  در  های مؤلفهبا 

 : شودجایی ورق به صورت زیر بیان میهجاب

 

𝑇 =
1

2
∫ ∫ 𝜌𝑣2𝑟𝑑𝑟𝑑𝑧

+
ℎ

2

−
ℎ

2

𝑅

0
 (15)                                   

 

( در رابطه انرژی  14رابطه  گذاری رابطه سرعت )با جای 

عبارت انرژی جنبشی به صورت  (،  15رابطه  جنبشی ) 

 :آیدزیر به دست می

 

𝑇 =
1

2
∫ ∫ 𝜌[𝑢̇𝑟

2 + 𝑢̇𝑧
2 + 𝛺2(𝑟 + 𝑢𝑟)

2 +
+
ℎ

2

−
ℎ

2

𝑅

0

2𝑢̇𝑟𝑢̇𝑧 + 2𝛺(𝑟 + 𝑢𝑟)𝑢̇𝑟 + 2𝛺(𝑟 +

𝑢𝑟)𝑢̇𝑧 ]𝑟𝑑𝑟𝑑𝑧 (16)                                                     

چنانچه ماده ورق همگن فرض شود و خواص فیزیکی  

و مکانیکی آن در تمام نقاط یکنواخت باشد، با ثابت در  

نظر گرفتن پارامترهای مادی، عبارات زیر برای آن به  

 آید: دست می

𝑚0 = ∫ 𝜌𝑑𝑧
+
ℎ

2

−
ℎ

2

= 𝜌ℎ  

𝑚1 = ∫ 𝑧𝜌𝑑𝑧
+
ℎ

2

−
ℎ

2

= 0 (17                                        )  

𝑚2 = ∫ 𝜌𝑧2𝑑𝑧
+
ℎ

2

−
ℎ

2

=
𝜌ℎ3

12
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توان ، می16و بازنویسی رابطه    17با استفاده از روابط  

لازم به    ،انرژی جنبشی را به صورت زیر بازنویسی کرد

از روابط   نیز بهره    6و    5ذکر است که در این مرحله 

 :گرفته شده است

𝑇 =
1

2
∫ 𝑟{𝑚0(𝑢̇

2 + 𝑤̇2) + 2𝑚1𝑢̇𝜙𝑟̇ +
𝑅

0

𝑚2𝜙𝑟̇
2
+ 2𝑚0𝑢̇𝑤̇ + 2𝑚1𝜙𝑟̇𝑤̇ + 𝛺

2[𝑚0(𝑟 +

𝑢)2 + 2𝑚1(𝑟 + 𝑢)𝜙𝑟 +𝑚2𝜙𝑟
2] + 2𝛺[𝑚0(𝑟 +

𝑢)𝑢̇ + 𝑚1(𝑟 + 𝑢)𝜙̇𝑟 +𝑚1𝜙𝑟𝑢̇ + 𝑚2𝜙𝑟𝜙̇𝑟]  +

2𝛺[𝑚0(𝑟 + 𝑢)𝑤̇ + 𝑚1𝜙𝑟𝑤̇]}𝑑𝑟  
(18  ) 

تغییرات انرژی جنبشی سامانه به صورت زیر بیان     

 :شودمی

 

𝛿𝑇 = ∫ 𝑟 [
𝜕𝑇

𝜕𝑢̇
𝛿𝑢̇ +

𝜕𝑇

𝜕𝜙𝑟̇
𝛿𝜙𝑟̇ +

𝜕𝑇

𝜕𝑤̇
𝛿𝑤̇ +

𝑅

0

𝜕𝑇

𝜕𝑢
𝛿𝑢 +

𝜕𝑇

𝜕𝜙𝑟
𝛿𝜙𝑟] 𝑑𝑟 (19)                                         

  𝛿𝑇 = ∫ 𝑟{[𝑚0𝑢̇ + 𝑚1𝜙𝑟̇ +𝑚0𝑤̇ +
𝑅

0

𝛺(𝑚0(𝑟 + 𝑢) + 𝑚1𝜙𝑟)]𝛿𝑢̇ + [𝑚1𝑢̇ +

𝑚2𝜙𝑟̇ +𝑚1𝑤̇ + 𝛺(𝑚1(𝑟 + 𝑢) +

𝑚2𝜙𝑟)]𝛿𝜙𝑟̇ + [𝑚0𝑤̇ + 𝑚0𝑢̇ + 𝑚1𝜙𝑟̇ +

𝛺(𝑚0(𝑟 + 𝑢) + 𝑚1𝜙𝑟)]𝛿𝑤̇ + [𝛺
2(𝑚0(𝑟 +

𝑢) + 𝑚1𝜙𝑟) + 𝛺(𝑚0𝑢̇ + 𝑚1𝜙𝑟̇ +𝑚0𝑤̇)]𝛿𝑢 +

[𝛺2(𝑚1(𝑟 + 𝑢) + 𝑚2𝜙𝑟) + 𝛺(𝑚1𝑢̇ +

𝑚2𝜙𝑟̇ +𝑚1𝑤̇)]𝛿𝜙𝑟}𝑑𝑟 

(20)                                                                       

شده ناشی انرژی کرنشی ورق، که بیانگر انرژی ذخیره 

در آن است، با در نظر گرفتن    کشسانهای  از تغییرشکل 

گیری بر حجم  های تنش و کرنش و انجام انتگرال مؤلفه

 : ]10[ ورق، به صورت زیر قابل تعریف و محاسبه است

 

𝑈𝑠 = ∫ ∫ (𝜎𝑟𝑟𝜀𝑟𝑟 + 𝜎𝜃𝜃𝜀𝜃𝜃 + 2𝐾𝑠𝜎𝑟𝑧𝜀𝑟𝑧 +
+
ℎ

2

−
ℎ

2

𝑅

0

2𝑚𝑟𝜃𝜒𝑟𝜃)𝑟 𝑑𝑟𝑑𝑧 (21   )                                         

 

 برابر است با :    𝑟𝜃که در آن انحنا در راستای  

𝜒𝑟𝜃 =
1

4
[
𝜕𝜙𝑟

𝜕𝑟
−
1

𝑟
 𝜙𝑟 − (

𝜕2𝑤

𝜕𝑟2
−
1

𝑟

𝜕𝑤

𝜕𝑟
)] (22          )  

 

  0/ 83ه برابر  ک  است  یضریب تصحیح برش   𝐾𝑠و در آن  

 درنظر گرفته شده است.

در    22و رابطاه    10الی    7گاذاری روابط  حاال باا جاای 

توان رابطاه ماذکور را باه صاااورت زیر  می  21رابطاه  

 بازنویسی کرد:

∫ 𝛿𝑈𝑠
𝑡1
𝑡0

𝑑𝑡 = ∫ ∫ {𝑁𝑟𝑟 (
𝜕𝛿𝑢

𝜕𝑟
) + 𝑁𝜃𝜃 (

𝛿𝑢

𝑟
) +

𝑡1
𝑡0

𝑅

0

𝑀𝑟𝑟
𝜕𝛿𝜙𝑟

𝜕𝑟
+
1

𝑟
 𝑀𝜃𝜃𝛿𝜙𝑟 + 𝑁𝑟𝑧 (𝛿𝜙𝑟 +

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑟
) +

1

2
 𝑃𝑟𝜃 [

𝜕𝛿𝜙𝑟

𝛿𝑟
−
1

𝑟
𝛿𝜙𝑟 − (

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑟2
−
1

𝑟

𝜕𝛿𝑤

𝛿𝑟
)]} 𝑟𝑑𝑟𝑑𝑡 

(23)                                                                             

 که در آن: 

𝑁𝑟𝑟 =  ∫ 𝜎𝑟𝑟𝑑𝑧
+
ℎ

2

−
ℎ

2

 , 𝑀𝑟𝑟 =  ∫ 𝑧𝜎𝑟𝑟𝑑𝑧
+
ℎ

2

−
ℎ

2

 ,  

𝑁𝑟𝑧 = 𝐾𝑠  ∫ 𝜎𝑟𝑧𝑑𝑧
+
ℎ

2

−
ℎ

2

, 𝑁𝜃𝜃 = ∫ 𝜎𝜃𝜃𝑑𝑧 ,
+
ℎ

2

−
ℎ

2

 (24 )  

𝑀𝜃𝜃 =  ∫ 𝑧𝜎𝜃𝜃𝑑𝑧
+
ℎ

2

−
ℎ

2

 , 𝑃𝑟𝜃 =  ∫ 𝑚𝑟𝜃𝑑𝑧
+
ℎ

2

−
ℎ

2

  

طور مشابه، برای در نظر گرفتن اثر دوران ورق، لازم  به

است انرژی پتانسیل ناشی از نیروی گریز از مرکز نیز  

ای چرخان، بندی وارد شود. در یک ورق دایره در فرمول 

تنش  ایجاد  موجب  مرکز  از  گریز  اولیه  نیروی  های 

میصفحهدرون  تنش ای  این  و  بهشود  صورت  ها 

مؤثر   سختی  پاسخ    سامانهغیرمستقیم  نتیجه  در  و 

رو، انرژی  دهند. از این ارتعاشی آن را تحت تأثیر قرار می

به پدیده  این  با  پتانسیل  متناظر  جمله  یک  صورت 

انتگرال  با  و  گرفته شده  نظر  در  کار  هندسی  از  گیری 
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شده توسط نیروهای گریز از مرکز در طول میدان  انجام 

 شود:جایی، به صورت زیر بیان میجابه

𝑈𝑐𝑡 =
1

2
∫ ∫ 𝑁𝑟𝑟

′ (
𝜕𝑤

𝜕𝑟
)
2
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃 =

𝑅

0

2π

0

π∫ 𝑁𝑟𝑟
′ (

𝜕𝑤

𝜕𝑟
)
2
𝑟 𝑑𝑟

𝑅

0
 (25 )                                           

𝛿𝑈𝑐𝑡 = π∫ 𝑁𝑟𝑟
′ 𝛿 [(

𝜕𝑤

𝜕𝑟
)
2
]  𝑟 𝑑𝑟 =

𝑅

0

2π∫ 𝑁𝑟𝑟
′ 𝜕𝑤

𝜕𝑟

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑟
  𝑟 𝑑𝑟

𝑅

0
 (26)                                        

 که در آن : 

𝑁𝑟𝑟
′ =

𝜌𝑠𝛺
2

𝑟
∫ 𝑠2𝑑𝑠 =

𝜌𝑠𝛺
2

3𝑟
(𝑅3 − 𝑟3)

𝑅

𝑟
 (27     )      

آن   و    𝜌𝑠در  هست  ورق  مقطع  سطح  واحد   𝛺جرم 

 سرعت دورانی ورق است.

گسترده  بار  از  منتجه  خارجی  نیروی  خارجی  کار  ی 

𝑞(𝑡)با ، که در راستای ضخامت ورق اعمال می شود، 

جابه گرفتن  نظر  انجام  در  و  ورق  عرضی  جایی 

بیان  انتگرال  قابل  زیر  صورت  به  آن،  سطح  بر  گیری 

 ت:اس

𝑊𝑙 = ∫ 𝑞(𝑡) 𝑤 𝑟 𝑑𝑟
𝑅

0
 , 𝑞(𝑡) =

𝑞0 sin(2π𝑓𝑡) (28)                                             

شده به  دامنه نیروی خارجی اعمال   𝑞0در رابطه فوق،  

و    سامانه را    𝑓بوده  خارجی  نیروی  تحریک  فرکانس 

می در صورتی   .دهد نشان  که  است  ذکر  ورق  قابل  که 

تحت بار خارجی قرار نگیرد، یا به عبارت دیگر ارتعاشات  

آن از نوع اجباری نباشد، این ترم برابر با صفر خواهد  

با جای  رواببود.  بیان گذاری  همیلتون  ط  اصل  در  شده 

زیر برای استخراج معادلات حاکم به  ( رابطه11 )رابطه 

 آید: دست می

𝛿𝐻 = ∫ ∫  {{[𝑚0𝑢̇ + 𝑚1𝜙𝑟̇ +𝑚0𝑤̇ +
𝑅

0

𝑡1
𝑡0

𝛺(𝑚0(𝑟 + 𝑢) + 𝑚1𝜙𝑟)]𝛿𝑢̇ + [𝑚1𝑢̇ +

𝑚2𝜙𝑟̇ +𝑚1𝑤̇ + 𝛺(𝑚1(𝑟 + 𝑢) +

𝑚2𝜙𝑟)]𝛿𝜙𝑟̇ + [𝑚0𝑤̇ + 𝑚0𝑢̇ + 𝑚1𝜙𝑟̇ +

𝛺(𝑚0(𝑟 + 𝑢) + 𝑚1𝜙𝑟)]𝛿𝑤̇ + [𝛺
2(𝑚0(𝑟 +

𝑢) + 𝑚1𝜙𝑟) + 𝛺(𝑚0𝑢̇ + 𝑚1𝜙𝑟̇ +𝑚0𝑤̇)]𝛿𝑢 +

[𝛺2(𝑚1(𝑟 + 𝑢) + 𝑚2𝜙𝑟) + 𝛺(𝑚1𝑢̇ +

𝑚2𝜙𝑟̇ +𝑚1𝑤̇)]𝛿𝜙𝑟} + 𝑞𝛿𝑤 − 𝑁𝑟𝑟 (
𝜕𝛿𝑢

𝜕𝑟
) −

𝑁𝜃𝜃 (
𝛿𝑢

𝑟
) − 𝑀𝑟𝑟

𝜕𝛿𝜙𝑟

𝜕𝑟
−
1

𝑟
 𝑀𝜃𝜃𝛿𝜙𝑟 −

𝑁𝑟𝑧 (𝛿𝜙𝑟 +
𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑟
) −

1

2
 𝑃𝑟𝜃 [

𝜕𝛿𝜙𝑟

𝛿𝑟
−
1

𝑟
𝛿𝜙𝑟 −

(
𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑟2
−
1

𝑟

𝜕𝛿𝑤

𝛿𝑟
)] −

𝜌𝑠𝛺
2

3𝑟
(𝑅3 −

𝑟3)
𝜕𝑤

𝜕𝑟

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑟
}  𝑟𝑑𝑟𝑑𝑡 = 0 (29  )                                        

مبتنی بر اصل همیلتون و در نظر    29با اعمال رابطه  

تعمیم  مختصات  مؤلفهگرفتن  به  مربوط  های یافته 

لاگرانژ،  –توان با استفاده از معادلات اویلر جایی، میجابه

دایره  ورق  ارتعاشات  بر  حاکم  حرکت  ای معادلات 

چرخان را استخراج کرد. در این چارچوب، با توجه به 

جابه میدان  سه  مورد  وجود  تئوری  در  مستقل  جایی 

لاگرانژ متناظر به صورت زیر  – استفاده، سه معادله اویلر

 آیند:به دست می

𝑚0𝑢̈ + 𝛺(𝑚0𝑤̇ + 𝑚1𝜙𝑟̇ +𝑚0𝑢̇) +

𝛺2(𝑚0(𝑟 + 𝑢) + 𝑚1𝜙𝑟) −
1

𝑟

𝜕(𝑟𝑁𝑟𝑟)

𝜕𝑟
+
𝑁𝜃𝜃

𝑟
= 0 

(30)                                                                                   

𝑚1𝑢̈ + 𝑚2𝜙𝑟̈ +𝑚1𝑤̈ + 𝛺(𝑚1𝑢̇ + 𝑚2𝜙𝑟̇ +

𝑚1𝑤̇) + 𝛺
2(𝑚1(𝑟 + 𝑢) + 𝑚2𝜙𝑟) −

1

𝑟

𝜕(𝑟𝑀𝑟𝑟)

𝜕𝑟
+
𝑀𝜃𝜃

𝑟
− 𝑁𝑟𝑧 −

1

𝑟

𝜕(𝑟𝑃𝑟𝜃)

𝜕𝑟
+
𝑃𝑟𝜃

𝑟
= 0  

(31)                                                                        

𝑚0𝑤̈ + 𝑚0𝑢̈ + 𝑚1𝜙𝑟̈ + 𝛺(𝑚0(𝑟 + 𝑢) +

𝑚1𝜙𝑟) −
1

𝑟

𝜕(𝑟𝑁𝑟𝑧)

𝜕𝑟
+ 𝑞 −

𝜌𝑠𝛺
2

3𝑟
(𝑅3 − 𝑟3)

𝜕2𝑤

𝜕𝑟2
=

0 (32 )                                                                              

میمنتجه  را  گشتاور  و  نیرو  زیر  های  صورت  به  توان 

 نوشت: 

𝑁𝑟𝑟 = 𝐴𝑟𝑟 [
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝑣

𝑢

𝑟
] + 𝐵𝑟𝑟 (

𝜕𝜙𝑟

𝜕𝑟
+
𝑣

𝑟
𝜙𝑟) 

(33 )                                                                       
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𝑁𝜃𝜃 = 𝐴𝑟𝑟 [
𝑢

𝑟
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑟
] + 𝐵𝑟𝑟 (𝑣

𝜕𝜙𝑟

𝜕𝑟
+
1

𝑟
𝜙𝑟) 

(43  )                                                                              

𝑀𝑟𝑟 = 𝐵𝑟𝑟 [
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝑣

𝑢

𝑟
] + 𝐷𝑟𝑟 (

𝜕𝜙𝑟

𝜕𝑟
+
𝑣

𝑟
𝜙𝑟) 

(53   )                                                                           

𝑀𝜃𝜃 = 𝐵𝑟𝑟 [
𝑢

𝑟
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑟
] + 𝐷𝑟𝑟 (𝑣

𝜕𝜙𝑟

𝜕𝑟
+
1

𝑟
𝜙𝑟) 

(63 )                                                                        

𝑁𝑟𝑧 = 𝑆𝑟𝑧 (𝜙𝑟 +
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) (73)                                             

𝑃𝑟𝜃 =
1

2
𝑆𝑟𝜃 [

𝜕𝜙𝑟

𝜕𝑟
−
𝜕2𝑤

𝜕𝑟2
−
1

𝑟
(𝜙𝑟 −

𝜕𝑤

𝜕𝑟
)] (83 )        

 

 که در آن : 

𝐴𝑟𝑟 =
1

(1−𝑣2)
∫ 𝐸𝑑𝑧
+
ℎ

2

−
ℎ

2

=
𝐸ℎ

(1−𝑣2)
 ,  

𝐵𝑟𝑟 =
1

(1−𝑣2)
∫ 𝐸𝑧𝑑𝑧
+
ℎ

2

−
ℎ

2

 ,   

𝐷𝑟𝑟 =
1

(1−𝑣2)
∫ 𝐸𝑧2𝑑𝑧
+
ℎ

2

−
ℎ

2

=
𝐸ℎ3

12(1−𝑣2)
 , (39)              

𝑆𝑟𝑧 =
1

2(1+𝑣)
∫ 𝐸𝑑𝑧
+
ℎ

2

−
ℎ

2

=
𝐸ℎ

2(1+𝑣)
 ,                      

𝑆𝑟𝜃 =
𝑙2

2(1+𝑣)
∫ 𝐸𝑑𝑧
+
ℎ

2

−
ℎ

2

=
𝐸ℎ𝑙2

2(1+𝑣)
  

الی    30، روابط  39الی    33گذاری روابط  توان با جای می

همچنین با توجه به   .را به صورت زیر بازنویسی کرد  32

برابر صفر   𝑚1و    𝐵𝑟𝑟مقادیر    همسانگرد اینکه در مواد  

شده وجود  های کوپل هستند و در این مسئله نیز تنش 

𝑆𝑟𝜃 )  ندارند = ، سه معادله نهایی به صورت زیر به    (0

 : آینددست می

𝑚0𝑢̈ + 𝛺(𝑚0𝑤̇ + 𝑚0𝑢̇) + 𝛺
2𝑚0(𝑟 + 𝑢) −

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
{𝑟𝐴𝑟𝑟 [

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝑣

𝑢

𝑟
]} + {

𝐴𝑟𝑟

𝑟
[
𝑢

𝑟
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑟
]} = 0 

(40     )                                                               

𝑚2𝜙𝑟̈ + 𝛺𝑚2𝜙𝑟̇ + 𝛺
2𝑚2𝜙𝑟 −

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
[𝑟𝐷𝑟𝑟 (

𝜕𝜙𝑟

𝜕𝑟
+
𝑣

𝑟
𝜙𝑟)] +

𝐷𝑟𝑟

𝑟
(𝑣

𝜕𝜙𝑟

𝜕𝑟
+
𝜙𝑟

𝑟
) −

𝑆𝑟𝑧 (𝜙𝑟 +
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) = 0 (41)                                       

 

𝑚0𝑤̈ + 𝑚0𝑢̈ + 𝛺𝑚0(𝑟 + 𝑢) −
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
[𝑟𝑆𝑟𝑧 (𝜙𝑟 +

𝜕𝑤

𝜕𝑟
)] + 𝑞 −

𝜌𝑠𝛺
2

3𝑟
(𝑅3 −

𝑟3)
𝜕2𝑤

𝜕𝑟2
= 0 (24   )                                                          

 . شرایط مرزي2-3

𝑟ای چرخان در شعاع  در این مسئله، ورق دایره  = 𝑅 

آزاد هیچ  لبه  لبه آزاد است. در  گاه یا گونه تکیهدارای 

قید مکانیکی برای انتقال لنگر خمشی و نیروی برشی 

وجود ندارد. بنابراین، شرط مرزی آزاد به این معناست  

همچنین   و  شعاعی  راستای  در  خمشی  گشتاور  که 

نیروی برشی مؤثر شعاعی در لبه ورق باید صفر باشند.  

𝑟رو، در  ازاین  = 𝑅  صورت صفر بودن شرایط مرزی به

𝑀𝑟𝑟    و𝑁𝑟𝑟  می وجود  اعمال  عدم  تا   گشتاورشود 

طور دقیق در مدل  خمشی و نیروی برشی در مرز آزاد به

دهد که شرایط  ایج حل عددی نشان مینت  لحاظ گردد.

به حل  فرآیند  در  آزاد  شدهمرزی  ارضا  اند. خوبی 

به  پاسخ  رفتار  و  دستهمچنین،  فیزیکی  نظر  از  آمده 

و   پیوستگی  و  است  سازگار  نظری  انتظار  با  ریاضی 

امر  پایداری مناسب میدان حل مشاهده می  این  شود. 

کاررفته در اعمال  بیانگر دقت قابل قبول روش عددی به

 . شرایط مرزی و تقریب پاسخ مسئله است

علاوه بر این، در مرکز ورق به دلیل وجود اتصال یا مهار  

به شود. صورت گیردار در نظر گرفته میمرکزی، ورق 

ها محدود بوده و جاییدر نتیجه، در ناحیه مرکزی جابه

جایی و همچنین دوران برابر صفر فرض  های جابه مؤلفه

عنوان شرایط مرزی شوند. این قیود در مرکز ورق به می

شوند تا رفتار واقعی مهار مرکزی در  هندسی اعمال می

به ارتعاشی  منعکس شود.مدل  اساس،    درستی  این  بر 

توان ای چرخان را میشرایط مرزی حاکم بر ورق دایره 

 :  ]11[ صورت روابط ریاضی زیر بیان کردبه
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@ 𝑟 = 𝑅 ∶  𝑀𝑟𝑟 = 0 , 𝑁𝑟𝑟 = 0 (34     )                     

@ 𝑟 = 0 ∶ 𝑢 = 0 , 𝑤 = 0 , 𝜙𝑟 = 0 (44                 )   

 هاي پيزوالکتریکحاکم بر وصله . روابط 4-2

روابط   مشابه  پیزوالکتریک  ورق  بر  حاکم  روابط 

شوند. با شده در بخش قبل در نظر گرفته می استخراج

این حال، در این بخش تمرکز اصلی بر بیان روابط حاکم 

بر وصله پیزوالکتریک است. در ادامه، با در نظر گرفتن  

سامانه  بر  حاکم  معادلات  الکترومکانیکی،  کوپلینگ 

به پیزوالکتریک  وصله  و  ورق  یکپارچه  شامل  صورت 

می و  استخراج  تنش  روابط  راستا،  این  در  شوند. 

بهجابه پیزوالکتریک  مواد  برای  الکتریکی  صورت  جایی 

 [: 12شوند ]زیر تعریف می 

{𝜎𝑝} = [𝐶]{𝜀𝑝} − [𝑒]{𝐸𝑝} (54)                                     

{𝐷𝑝} = [𝑒]T{𝜀𝑝} + [𝜖]{𝐸𝑝} (64  )                                 

)بر حسب    کشسانماتریس سفتی    [𝐶]که در آن  
N

m2) 

  ،[𝜖]    الکتریک بر حسب )ماتریس ضرایب دی 
F

m
و   (

[𝑒]    ماتریس ثوابت پیزوالکتریک با واحد(
c

m2
مختص    (

 {𝐸𝑝}،    {𝜀𝑝}باشند. علاوه بر آن  مواد پیزوالکتریک می 

  ،{𝜎𝑝}    و{𝐷𝑝}    میدان کرنش،  بردارهای  ترتیب  به 

جابه  و  تنش  ماده  الکتریکی،  برای  الکتریکی  جایی 

روابط  هستندپیزوالکتریک   فضای   46و    45.  در 

  48و    47روابط  بعدی در مختصات قطبی به صورت  سه

 .باشندمی

سینماتیکی  فرضیات  اساس  بر  که  است  ذکر  شایان 

نظریه تغییر شکل برشی مرتبه اول، جابجایی عمودی 

از  د،  شومستقل از مختصات ضخامت در نظر گرفته می

 این رو، کرنش عمودی در راستای ضخامت برابر صفر 

{
 
 

 
 
𝜎𝑟𝑟
𝜎𝜃𝜃
𝜎𝑧𝑧
𝜏𝑟𝜃
𝜏𝑟𝑧
𝜏𝜃𝑧}

 
 

 
 
𝑝

=

[
 
 
 
 
 
𝐶11 𝐶12 𝐶13 0 0 0
𝐶12 𝐶22 𝐶23 0 0 0
𝐶13 𝐶23 𝐶33 0 0 0
0 0 0 𝐶44 0 0
0 0 0 0 𝐶55 0
0 0 0 0 0 𝐶66]

 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝜀𝑟𝑟
𝜀𝜃𝜃
𝜀𝑧𝑧
𝛾𝑟𝜃
𝛾𝑟𝑧
𝛾𝜃𝑧}

 
 

 
 
𝑝

−

[
 
 
 
 
 
0 0 𝑒31
0 0 𝑒32
0 0 𝑒33
0 0 0
𝑒24 0 0
0 𝑒15 0 ]

 
 
 
 
 

{
𝐸𝑟
𝐸𝜃
𝐸𝑧

}

𝑝

(74  )                                     

{
𝐷𝑟
𝐷𝜃
𝐷𝑧

}

𝑝

=

[

0 0 0 0 𝑒24 0
0 0 0 0 0 𝑒15
𝑒31 𝑒32 𝑒33 0 0 0

]

{
 
 

 
 
𝜀𝑟𝑟
𝜀𝜃𝜃
𝜀𝑧𝑧
𝛾𝑟𝜃
𝛾𝑟𝑧
𝛾𝜃𝑧}

 
 

 
 
𝑝

+

[

𝜖11 0 0
0 𝜖22 0
0 0 𝜖33

] {
𝐸𝑟
𝐸𝜃
𝐸𝑧

}

𝑝

 (84)                                      

 

𝜀𝑧𝑧) است = اندک   .(0 ضخامت  دلیل  به  همچنین، 

صفحه  تنش  شرایط  برقراری  و  نرمال  سازه  تنش  ای، 

𝜎𝑧𝑧)  متناظر 
𝑝
= نیز ناچیز شمرده شده و برابر صفر    (0

به صورت    48و    47روابط  . بر این اساس  گرددفرض می 

 : شوندسازی میزیر ساده 
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{
 
 

 
 
𝜎𝑟𝑟
𝜎𝜃𝜃
𝜏𝑟𝜃
𝜏𝑟𝑧
𝜏𝜃𝑧}

 
 

 
 
𝑝

=

[
 
 
 
 
 
𝐶11̅̅ ̅̅ 𝐶12̅̅ ̅̅ 0 0 0

𝐶12̅̅ ̅̅ 𝐶22̅̅ ̅̅ 0 0 0

0 0 𝐶33̅̅ ̅̅ 0 0

0 0 0 𝐶44̅̅ ̅̅ 0

0 0 0 0 𝐶55̅̅ ̅̅ ]
 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝜀𝑟𝑟
𝜀𝜃𝜃
𝛾𝑟𝜃
𝛾𝑟𝑧
𝛾𝜃𝑧}

 
 

 
 
𝑝

−

[
 
 
 
 
0 0 𝑒31̅̅ ̅̅
0 0 𝑒32̅̅ ̅̅
0 0 0
𝑒24 0 0
0 𝑒15 0 ]

 
 
 
 

{
𝐸𝑟
𝐸𝜃
𝐸𝑧

}

𝑝

 (49)                                

{
𝐷𝑟
𝐷𝜃
𝐷𝑧

}

𝑝

= [

0 0 0 𝑒24 0
0 0 0 0 𝑒15
𝑒31̅̅ ̅̅ 𝑒32̅̅ ̅̅ 0 0 0

]

{
 
 

 
 
𝜀𝑟𝑟
𝜀𝜃𝜃
𝛾𝑟𝜃
𝛾𝑟𝑧
𝛾𝜃𝑧}

 
 

 
 
𝑝

+

[

𝜖11 0 0
0 𝜖22 0
0 0 𝜖33̅̅ ̅̅

] {
𝐸𝑟
𝐸𝜃
𝐸𝑧

}

𝑝

 (05  )                                         

ثوابت کاهیده به صورت زیر قابل    50و    49  روابطکه در  

 باشد:تعریف می 

𝐶11̅̅ ̅̅ = 𝐶11 −
𝐶13
2

𝐶33
 , 𝐶22̅̅ ̅̅ = 𝐶22 −

𝐶23
2

𝐶33
 ,  

𝐶12̅̅ ̅̅ = 𝐶12 −
𝐶13𝐶23

𝐶33
 , 𝐶33̅̅ ̅̅ =

𝐶11̅̅ ̅̅ ̅−𝐶12̅̅ ̅̅ ̅

2
 (15)                 

𝐶44̅̅ ̅̅ = 𝐶44 , 𝐶55̅̅ ̅̅ = 𝐶55 

𝑒31̅̅ ̅̅ = 𝑒31 −
𝑒33𝐶13

𝐶33
   ;   𝑒32̅̅ ̅̅ = 𝑒32 −

𝑒33𝐶23

𝐶33
  

∈33̅̅ ̅̅ ̅=∈31+
𝑒33
2

𝐶33
  

اگر تابع توزیع پتانسیل الکتریکی در ماده پیزوالکتریک  

,𝜙(𝑟صورت  به 𝑧, 𝑡)   میدان شود،  گرفته  نظر  در 

گرادیان   از  پیزوالکتریک  ماده  در  ایجادشده  الکتریکی 

آید. بر این اساس،  منفی پتانسیل الکتریکی به دست می 

مختصات  مؤلفه دستگاه  در  الکتریکی  میدان  های 

 : شوندصورت زیر بیان میای بهاستوانه

𝐸𝑟 = −
𝜕𝜙

𝜕𝑟
 , 𝐸𝜃 = −

1

𝑟

𝜕𝜙

𝜕𝜃
= 0, 𝐸𝑧 = −

𝜕𝜙

𝜕𝑧
(25    )   

 

توانند در نقش حسگر یا عملگر  مواد پیزوالکتریک می

در وصله  مورد استفاده قرار گیرند. در حالت عملگری  

پیزوالکتریک، پتانسیل الکتریکی در هر دو سطح پایینی  

شود و بالایی )الکترودها( برابر صفر در نظر گرفته می

که معادل حالت مدار بسته )اتصال کوتاه( است. با توجه  

ای، توزیع پتانسیل الکتریکی در  به فرض تنش صفحه 

در   پارابولیک  تابعی  به صورت  وصله  راستای ضخامت 

شود که در آن دامنه پتانسیل مجهول در  نظر گرفته می 

حاکم  معادله  از  و  بوده  وصله  ضخامت  میانی  صفحه 

می تعیین  گاوس(  )قانون  حالت  ددگرالکتریکی  در   .

ه و  حسگری، سطح پایینی فاقد پتانسیل الکتریکی بود

جایی الکتریکی در راستای در سطح بالایی مؤلفه جابه 

می  فرض  برابر صفر  به  ضخامت  وضعیت  این  که  شود 

می شناخته  باز  مدار  حالت  تعیین  عنوان  برای  شود. 

تابع  از  نیز  پیزوالکتریک  وصله  قرارگیری  ناحیه 

ای که مقدار آن در  گونهشود، بهاستفاده می 14هویساید 

ناحیه پیزوالکتریک برابر یک و در سایر نواحی برابر صفر  

 :]13[د شودر نظر گرفته می

𝛤(𝑟) = 𝐻(𝑟 − 𝑟1) − 𝐻(𝑟 − 𝑟2)  

𝐻(𝑥) = {
0 ; 𝑥 < 0
1 ; 𝑥 ≥ 0

  (35)                                  

𝑟1 = 𝑝 −
𝑙

2
   , 𝑟2 = 𝑝 +

𝑙

2
  

ای )موقعیت مکانی وصله تابع پنجره   Γ(𝑟)  53  در رابطه

و   پله   𝐻(𝑥)پیزوالکتریک(  است. تابع  هویساید  ای 

ترتیب بیانگر مرزهای شعاعی به  𝑟2و  𝑟1همچنین مقادیر  

ابتدا و انتهای وصله پیزوالکتریک بر روی ورق هستند. 

شرایط مربوط به هر دو حالت مدار باز و مدار بسته، و  
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وصله   در  الکتریکی  پتانسیل  توزیع  همچنین 

 :]14[ شوندپیزوالکتریک، به صورت زیر تعریف می 

 مدار بسته :

𝜙(𝑟, 𝑧, 𝑡) = [1 − (
𝑧−

ℎ

2
−
ℎ𝑝

2
ℎ𝑝

2

)

2

] 𝜑(𝑟, 𝑡)𝛤(𝑟)  

@ 𝑧 =
ℎ

2
 ,
ℎ

2
+ ℎ𝑝   ;  𝜙 = 0 (45)                        

 مدار باز : 

𝜙(𝑟, 𝑧, 𝑡) = {[1 − (
𝑧−

ℎ

2
−
ℎ𝑝

2
ℎ𝑝

2

)

2

+
2

ℎ𝑝
(2𝑧 −

ℎ)] 𝜑(𝑟, 𝑡) +
𝑧−

ℎ

2

𝜖33
[𝑒31

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝑒32

𝑢

𝑟
 + (

ℎ

2
+

ℎ𝑝)(𝑒31
𝜕𝜙𝑟

𝜕𝑟 
+ 𝑒32

𝜙𝑟

𝑟
)]} 𝛤(𝑟)  

@ 𝑧 =
ℎ

2
: 𝜙 = 0 ,@𝑧 =

ℎ

2
+ ℎ𝑝: 𝐷𝑧 = 0 (55)       

و   نیروها  به  مربوط  بر    های گشتاور روابط  وارد  منتجه 

برای ارائه شده   36الی    33روابط  ورق در   در نظر    اند. 

ترم  است  لازم  پیزوالکتریک،  وصله  اثر  های گرفتن 

متناظر با پیزوالکتریک نیز به این معادلات افزوده شوند. 

ترم  انتگرال این  از طریق  گیری روی ضخامت وصله  ها 

بازه   در  یعنی  ℎ/2, ℎ/2)پیزوالکتریک،  + ℎ𝑝) به  ،

  گشتاور های نیرو و  آیند. بر این اساس، منتجه دست می

ناشی از پیزوالکتریک در حالت کلی به صورت زیر قابل  

 :محاسبه هستند 

𝑀𝑟𝑟 = 𝐵𝑟𝑟 [
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝑣

𝑢

𝑟
] + 𝐷𝑟𝑟 (

𝜕𝜙𝑟

𝜕𝑟
+
𝑣

𝑟
𝜙𝑟) +

∫ 𝑒31̅̅ ̅̅
𝜕𝜙

𝜕𝑧
 𝑧 𝑑𝑧

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

 (56)                                             

𝑀𝜃𝜃 = 𝐵𝑟𝑟 [
𝑢

𝑟
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑟
] + 𝐷𝑟𝑟 (𝑣

𝜕𝜙𝑟

𝜕𝑟
+
1

𝑟
𝜙𝑟) +

∫ 𝑒32̅̅ ̅̅
𝜕𝜙

𝜕𝑧
 𝑧 𝑑𝑧

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

 (75)                                          

𝑁𝑟𝑟 = 𝐴𝑟𝑟 [
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝑣

𝑢

𝑟
] + 𝐵𝑟𝑟 (

𝜕𝜙𝑟

𝜕𝑟
+
𝑣

𝑟
𝜙𝑟) +

∫ 𝑒31̅̅ ̅̅
𝜕𝜙

𝜕𝑧
 𝑑𝑧

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

 (85)                                                     

𝑁𝜃𝜃 = 𝐴𝑟𝑟 [
𝑢

𝑟
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑟
] + 𝐵𝑟𝑟 (𝑣

𝜕𝜙𝑟

𝜕𝑟
+
1

𝑟
𝜙𝑟) +

∫ 𝑒32̅̅ ̅̅
𝜕𝜙

𝜕𝑧
 𝑑𝑧

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

 (59)                                          

بر   پیزوالکتریک  وصله  وجود  فوق،  موارد  بر  علاوه 

جرمی و همچنین نیروهای گریز از مرکز    لختیهای  ترم 

با در نظر گرفتن سهم جرمی    سامانه تأثیرگذار است. 

جرمی سامانه اصلاح   لختیهای  وصله پیزوالکتریک، ترم 

ها به صورت زیر بیان شده و روابط متناظر برای این ترم 

 د: شونمی

𝐼0̅ = ∫ 𝜌Piezo 𝑑𝑧
ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

, 𝐼1̅ = 0 ,  

 𝐼2̅ = ∫ 𝜌Piezo𝑧
2 𝑑𝑧

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

 ,  (06)                          

𝐼𝑖
System

= 𝐼𝑖
Plate + 𝐼𝑖

Piezo𝛤(𝑟)    ;    𝑖 = 0,1,2   

ماده   سامانه،  این  راستای  در  در  تنها  پیزوالکتریک 

پتانسیل   توزیع  بنابراین،  و  شده  قطبیده  ضخامت 

در نظر گرفته    𝑧الکتریکی فقط تابع مختصه ضخامت  

در  می الکتریکی  پتانسیل  بسته،  مدار  حالت  در  شود. 

است.  صفر  پیزوالکتریک  زیرلایه  و  ورق  تماس  سطح 

اعمال  اندازه ولتاژ  یا  سطح گیری شده  روی  بر  شده 

به  نیز  وصله  حسگر  خارجی  خروجی  سیگنال  عنوان 

 .گیرد مورد استفاده قرار می 

{
@ 𝑧 =

ℎ

2
  ;   𝜙 = 0

@ 𝑧 =
ℎ

2
+ ℎ𝑝  ;   𝜙 = 𝑉̅(𝑡)

  

𝜙(𝑟, 𝑧, 𝑡) = [
𝑉(𝑡)

ℎ𝑝
 (𝑧 −

ℎ

2
)] 𝛤(𝑟) (16 )                      

معادلات،   این  خروجی نشان  𝑉̄(𝑡)در  ولتاژ  دهنده 

ولتاژ در معادلات نیرو  گذاری رابطه  . با جای است  سامانه
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منتجه گشتاورو   و  ،  خالص  نیروی  مؤثر    گشتاورهای 

ها به استخراج شده و سپس با وارد کردن این منتجه 

سه معادله حرکت، رفتار دینامیکی کامل سامانه قابل 

 استخراج و بررسی خواهد بود.

برای استخراج معادله برداشت انرژی، از قوانین بنیادی  

الکتریسیته شامل قانون اهم و قانون شار گوس استفاده  

این  می طبق  بین  شود.  جایی  جابهلفه  مؤقوانین، 

هایی مانند  الکتریکی در راستای ضخامت ورق و کمیت 

رابطه  ولتاژ خروجی  و  است. جریان  برقرار  فیزیکی  ای 

و   الکتریکی  میدان  میان  اندرکنش  بیانگر  رابطه  این 

عملکرد   تحلیل  مبنای  و  بوده  سامانه  الکتریکی  پاسخ 

شود. برداشت انرژی در وصله پیزوالکتریک محسوب می

 گردد: این ارتباط به صورت زیر بیان می

𝐼(𝑡) =
𝑉(𝑡)

𝑅
=

𝑑

𝑑𝑡
(∬𝐷𝑧 𝑑𝐴) (26)                              

از رابطه    𝐷𝑧جایی الکتریکی  مؤلفه جابه   گذاری جای با  

رابطه    50 بر  62در  با در نظر گرفتن روابط حاکم  و   ،

دیفرانسیل معادله  الکتریکی،    بر   حاکم  انتگرالی-مدار 

  معادله   این .  شودمی  استخراج   انرژی   برداشت  مدار

  و   ورق  مکانیکی  پاسخ  میان   کوپلینگ   ی دهنده نشان

  سامانه   عملکرد  تحلیل  در  و  بوده   مدار  الکتریکی   رفتار

  معادله   این  نهایی  فرم .  دارد  اساسی  نقش  انرژی   برداشت

 شود: می بیان زیر صورت به

{−
𝑑

𝑑𝑡
(∬ [𝑒31̅̅ ̅̅ (

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝑧

𝜕𝜙𝑟

𝜕𝑟
) + 𝑒32̅̅ ̅̅ (

𝑢

𝑟
+

𝑧
𝜙𝑟

𝑟
)] 𝑑𝐴) + 𝐶𝑝𝑉̅(𝑡)

̇ +
𝑉(𝑡)

𝑅
} 𝛤(𝑟) = 0 

(36  )                                                                          

مناسبی   صورت  به  پیزوالکتریک  ورق  مساحت  اگر 

گیری نیز مطابق ناحیه  تقریب زده شود و حدود انتگرال

تحت پوشش وصله پیزوالکتریک انتخاب گردد، با اعمال  

توان رابطه موردنظر را همراه با حدود  این فرضیات می

 انتگرالی متناظر به شکل زیر بیان کرد:

{−
𝑑

𝑑𝑡
(2𝜃𝑝 ∫ [𝑒31̅̅ ̅̅ (

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝑧

𝜕𝜙𝑟

𝜕𝑟
) + 𝑒32̅̅ ̅̅ (

𝑢

𝑟
+

𝑝+
𝑙

2

𝑝−
𝑙

2

𝑧
𝜙𝑟

𝑟
)] 𝑟 𝑑𝑟) + 𝐶𝑝𝑉̅(𝑡)

̇ +
𝑉(𝑡)

𝑅
}  𝛤(𝑟) = 0 

(46)                                                                              

 که در آن:

𝜃𝑝 = tan−1 (
𝑤

2𝑝−𝑙
) (56)                                              

دهنده  نشان  𝐶𝑝بیانگر مقاومت بار و    𝑅در این رابطه،  

این  است.  پیزوالکتریک  معادل  الکتریکی  ظرفیت 

خواص   و  هندسی  مشخصات  به  توجه  با  ظرفیت 

 :شودالکتریک ماده، به صورت زیر تعریف می دی 

𝐶𝑝 =
𝜖33̅̅ ̅̅ ̅ 𝐴𝑃

ℎ𝑝
=

𝜖33̅̅ ̅̅ ̅(𝑤𝑙)

ℎ𝑝
 (66                                        )  

 روش حل عددي  .3

تعمیم  دیفرانسیلی  مربعات  از    15یافتهروش  یکی 

های عددی کارآمد و دقیق برای حل مسائل مقدار  روش 

به  روش  این  است.  مهندسی  در  مرزی  مقدار  و  اولیه 

حجم   کاهش  و  سریع  همگرایی  مناسب،  دقت  دلیل 

به  برخی  محاسبات،  برای  مناسب  جایگزینی  عنوان 

کلاسیک روش  عددی  و    اجزای مانند    های  محدود 

با دامنه محاسباتی  تفاضل محدود، به ویژه در مسائلی 

مورد   بالا،  مراتب  با  دیفرانسیل  معادلات  و  محدود 

 گیرد. استفاده قرار می

به مجموعه  این روش، دامنه مسئله  از گره در  های ای 

شود و مشتق تابع در هر گره نسبت  گسسته تقسیم می

از   ترکیبی خطی  به صورت  مشخص،  راستای  یک  به 

شود. ضرایب  ها تقریب زده می مقادیر تابع در تمامی گره 

گره  موقعیت  به  تنها  ترکیب  و این  بوده  وابسته  ها 
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مشتق به فرآیند  در  وزن  ضرایب  عمل  عنوان  گیری 

 کنند. می

𝑊برای تشریح این روش، تابع   = 𝑊(𝑟)    یک ناحیه  در

تعریف   گره شودمیخطی  تعداد  اگر  راستای  .  در   𝑟ها 

در    𝑟این تابع نسبت به    𝑚باشد، مشتق مرتبه    𝑛برابر  

دار از مقادیر تابع  به صورت ترکیب خطی وزن   𝑟𝑖نقطه  

شود که به صورت زیر قابل  های شبکه بیان می در گره 

 :]15[نوشتن است

𝜕𝑚𝑊

𝜕𝑥𝑚
(𝑟𝑖) = ∑ 𝐸𝑖𝑗

(𝑚)𝑚
𝑗=1 𝑊𝑗  ;  𝑖 =

1,2,3, … , 𝑛 (76)   

ضریب  تفاضلی،  مربعات  روش  وزنی  در  و   𝐸𝑖𝑗های 

و نحوه دقت  در  مهمی  نقش  شبکه  نقاط  توزیع  ی 

ی اول در هر  های مرتبه پایداری محاسبات دارند. ضریب 

می  تعیین  لاگرانژ  توابع  از  استفاده  با  و راستا  شوند 

مرتبه مشتقات  به  مربوط  روابط  ضرایب  از  بالاتر  های 

استخراج   و  میبازگشتی  دقت  افزایش  برای  گردند. 

- تمرکز نقاط در نواحی مرزی دامنه، از توزیع چبیشف

می 07)رابطه    16لوباتو-گوس گرفته  بهره  که  (  شود 

شود. د پاسخ عددی و دقت کلی روش میموجب بهبو

مطابق    𝐸𝑖𝑗ی ضرایب وزنی  بر این پایه، روابط محاسبه 

 .گرددی زیر ارائه میرابطه 

𝐸𝑖𝑗
1 = {

𝑀1(𝑟𝑖)

(𝑟𝑖−𝑟𝑗)𝑀
1(𝑟𝑗)

; 𝑖 ≠ j

−∑ 𝐸𝑖𝑗
1𝑚

𝑗=1 ; 𝑖 = 𝑗 
, 𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 (86 )  

𝐸𝑖𝑗
𝑚 =

{
 
 

 
 𝑚 [𝐸𝑖𝑗

1𝐸𝑖𝑗
𝑚−1 −

𝐸𝑖𝑗
𝑚−1

𝑟𝑖 − 𝑟𝑗
]    ;   𝑖 ≠ j

−∑ 𝐸𝑖𝑗
m

𝑚

𝑗=1
    ; 𝑖 = 𝑗 

  ;  

𝑚 ≥ 2   ,    𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 (69)                                     

𝑟𝑖 =
1

2
[1 − cos (

𝑖−1

𝑛−1
π)] ; 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 (07      )  

روش   تعمیمدر  انتگرالی  همانند  17یافته مربعات   ،

انتگرال مشتق  تقریب  گیری،  یک  صورت  به  نیز  گیری 

وزن  بر جمع  مبتنی  انجام میعددی  این دار  در  شود. 

از   استفاده  با  بازه  یک  در  تابع  انتگرال  مقدار  روش، 

انتگرال   وزنی  ضرایب  و  شبکه  نقاط  در  تابع  مقادیر 

می  زده  𝜓  اگرشود.  تقریب  = 𝜓(𝑥, 𝑦)   تابع یک 

گیری در راستای  دوبعدی باشد؛ در این صورت، انتگرال 

𝑥 16[دشوبه صورت زیر بیان می[: 

∫ 𝜓(𝑥,
𝑥𝑞
𝑥𝑝

𝑦𝑗) 𝑑𝑥 =

∑ 𝑎𝑥𝑘
𝑝𝑞𝑁𝑥

𝑘=1
 𝜓(𝑥𝑘 , 𝑦𝑗), 𝑎𝑥𝑘

𝑝𝑞
= 𝑊𝑞𝑘

𝐼 −𝑊𝑝𝑘
𝐼     (17)   

 :آیداز رابطه زیر به دست می 𝑊𝐼که در آن 

 

𝑊𝐼 = (𝐴𝑋)−1, {
𝐴𝑋𝑖𝑗 =

𝑥𝑖−𝑐

𝑥𝑗−𝑐
 𝐻𝑥𝑖𝑗
(1)
; 𝑖 ≠ 𝑗

𝐴𝑋𝑖𝑖 = 𝐻𝑥𝑖𝑖
(1)
+

1

𝑥𝑖−𝑐
; 𝑖 = 𝑗

 

(27                                                                 )  

در روابط فوق، ضرایب وزنی انتگرال بر اساس ضرایب    

مرتبه  مشتق  دیفرانسیلی    وزنی  مربعات  روش  در  اول 

می  ضرایب  شوندمحاسبه  صورت،  همین  به   .

نیز قابل استخراج است. در    𝑦گیری نسبت به  انتگرال 

دامنه انتگرال   نهایت، روی  دوبعدی     گیری 

[𝑥𝑝1, 𝑥𝑞1] × [𝑦𝑝2, 𝑦𝑞2]شودبه صورت زیر بیان می: 

 

∫ ∫ 𝜓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =
𝑦𝑞2

𝑦𝑝2

𝑥𝑞1

𝑥𝑝1

 

∑ 𝑎𝑥𝑘
𝑝1𝑞1

𝑁𝑥

𝑘=1
∑ 𝑎𝑦𝑙

𝑝2𝑞2
𝑁𝑦

𝑙=1
 𝜓(𝑥𝑘 , 𝑦𝑙) (37 )              

منظور گسسته بهبه  و  حاکم  معادلات  کارگیری  سازی 

تعمیم روش  دیفرانسیلی  مربعات  عددی  و  های  یافته 

تعمیم انتگرالی  ترم مربعات  ابتدا  به  یافته،  وابسته  های 
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شوند. برای این منظور، پاسخ  زمان از معادلات حذف می

به صورت    سامانه متغیرها  جدایی  روش  از  استفاده  با 

ک زمانی  و یک تابع هارمونی  𝑟ضرب توابع مکانی  حاصل 

می گرفته  نظر  جای در  با  در  شود.  روابط  این  گذاری 

شده و معادلات  معادلات حاکم، مشتقات زمانی حذف  

شوند. این تنها بر حسب مختصات مکانی بازنویسی می

فرآیند امکان استخراج روابط لازم برای تحلیل برداشت  

جایی، کند. بر این اساس، توابع جابهانرژی را فراهم می

کمیت  و  تعریف  نیرو  زیر  صورت  به  الکتریکی  های 

 :]17[شوندمی

𝑢0(𝑟, 𝑡) = 𝑈(𝑟)e
𝑖𝜔𝑡 , 𝑞(𝑟, 𝑡) = 𝑄(𝑟)e𝑖𝜔𝑡  

𝑤0(𝑟, 𝑡) = 𝑊(𝑟)e
𝑖𝜔𝑡 , 𝜙𝑟(𝑟, 𝑡) = 𝛷𝑟(𝑟)e

𝑖𝜔𝑡 ,  

𝜑̄(𝑟, 𝑡) = Φ̄(𝑟)e𝑖𝜔𝑡 (47  )                                        

بوده   سامانهای ارتعاش  فرکانس زاویه   𝜔در این روابط،  

و توابع مکانی بیانگر شکل مودهای ارتعاشی هستند. به  

های جرم و سختی و در نهایت  منظور تشکیل ماتریس 

فرکانس  با  متناظر  ویژه  مقادیر  طبیعی  محاسبه  های 

شود. ، دامنه محاسباتی به دو بخش تقسیم میسامانه  

های مرزی است بخش نخست شامل درجات آزادی گره 

ها بر اساس مشخص شده و مقادیر آن   𝑏که با اندیس  

می حذف  یا  تعیین  مرزی  دوم  شرایط  بخش  شوند. 

های داخلی دامنه بوده که  مربوط به درجات آزادی گره 

اندیس   مجهولات    𝑑با  عنوان  به  و  شده  داده  نمایش 

 شوند. اصلی مسئله در نظر گرفته می 

لازم به ذکر است که در معادلات برداشت انرژی، ولتاژ  

مختصه   از  مربعات    𝑟تابعی  روش  بنابراین  و  نبوده 

نمی اعمال  آن  برای  اساس،  دیفرانسیلی  این  بر  شود. 

زیر   صورت  به  داخلی  و  مرزی  آزادی  درجات  بردار 

 شوند:تعریف می 

{𝑏} = {𝑈𝑏   𝑊𝑏  𝜙𝑟𝑏 }T ,  

{𝑑} = {𝑈𝑑  𝑊𝑑  𝜙𝑟𝑑   Φ̄}T (57 )                                  

این تفکیک امکان اعمال صحیح شرایط مرزی و کاهش  

معادلات را فراهم کرده و زمینه استخراج   سامانهابعاد  

ویژه   مقدار  مهیا میکوپل  سامانهمعادله  را  سازد.  شده 

سازی معادلات حاکم و تفکیک درجات  پس از گسسته 

قالب یک   و داخلی، معادلات حرکت در  آزادی مرزی 

بیان می ماتریسی  ماتریسی شامل فرم  فرم  این  شوند. 

های  ، نیروهای گریز از مرکز و ترم لختیاثرات سختی،  

کوریولیس بوده و کوپلینگ میان درجات آزادی مرزی  

گیرد. در نتیجه، معادله ماتریسی  و داخلی را در بر می 

 :شودبه صورت زیر نوشته می سامانهاصلی 

[𝐾𝑑𝑏 𝐾𝑑𝑑 +𝑀centrifugal 𝑑𝑑] {
𝑏
𝑑
} +

𝑖𝜔[0𝑑𝑏 𝐶coriolis 𝑑𝑑] {
𝑏
𝑑
} −

𝜔2[0𝑑𝑏 𝑀inertia 𝑑𝑑] {
𝑏
𝑑
} = {𝑄𝑑} (67)                   

به   خارجی  گسترده  نیروی  به  مربوط  رابطه  همچنین 

 :شودصورت زیر تعریف می

𝐾𝑏𝑏{𝑏} + 𝐾𝑏𝑑{𝑑} = {𝑄𝑏} (77  )                                

فوق،   روابط  خارجی    𝑄در  گسترده  نیروی  بیانگر 

به  اعمال  از    سامانهشده  استفاده  با  ،  77رابطه  است. 

رابطه می و داخلی  توان  آزادی مرزی  میان درجات  ای 

استخراج کرده و بردار درجات آزادی مرزی را بر حسب  

درجات آزادی داخلی بیان کرد. این رابطه به صورت زیر  

 د:آیبه دست می

{𝑏} = 𝐾𝑏𝑏
−1({𝑄𝑏} − 𝐾𝑏𝑑{𝑑}) (87 )                                 

جای  معادله    78رابطه  گذاری  با  درجات  76در  اثر   ،

آزادی مرزی حذف شده و معادله فرکانسی نهایی تنها  

می دست  به  داخلی  آزادی  درجات  حسب  در  بر  آید. 
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شده به صورت  کوپل  سامانهنتیجه، معادله مقدار ویژه  

 :شودزیر بیان می 

(𝐾𝑑𝑑 − 𝐾𝑑𝑏𝐾𝑏𝑏
−1𝐾𝑏𝑑 +𝑀centrifugal 𝑑𝑑 +

𝑖𝜔𝐶𝑐oriolis 𝑑𝑑 − 𝜔
2𝑀inertia 𝑑𝑑){𝑑} = {𝑄𝑑} −

𝐾𝑑𝑏𝐾𝑏𝑏
−1{𝑄𝑏} (79)                                                      

استخراج  و  ارتعاشی  تحلیل  اصلی  مبنای  معادله  این 

طبیعی  فرکانس  رفتار    سامانههای  بررسی  در  و  بوده 

انرژی نقش  دینامیکی ورق چرخان و سامانه برداشت 

 [.18اساسی دارد ]

لوباتو  –گوس–به دلیل استفاده از توزیع نقاط چبیشف

کارگیری تابع دلتا  به ها،  و غیر یکنواخت بودن فاصله گره 

با  دامنه محاسباتی  در  دقیق محل وصله  تعیین  برای 

تقریب  محدودیت مواجه می شود. در چنین شرایطی، 

چارچوب در  دلتا  تابع  مربعات    مستقیم  روش 

تعمیم و  دیفرانسیلی  نداشته  کافی  دقت  یافته 

سازی آن نیز دشوار است. از این رو، به جای تابع پیاده 

شود تا ضمن حفظ دلتا از یک تقریب هموار استفاده می

های  خاصیت موضعی بودن، امکان اعمال آن در شبکه

 [. 19غیر یکنواخت نیز فراهم گردد ] 

ای بوده با توجه به اینکه هندسه مسئله یک ورق دایره

قطبی   مختصات  دستگاه  در  روابط  ,𝑟)و  𝜃)   بیان

میمی را  شعاعی  راستای  در  دلتا  تابع  با شوند،  توان 

 د:استفاده از یک تابع گاوسی هموار شده تقریب ز 

𝛿(𝑟 − 𝑟1) =
1

2√π𝑛
exp (−

(𝑟−𝑟1)
2

4𝑛
) , 𝑛 > 0 

(08                                                                )  

مکان شعاعی مورد نظر )برای مثال    𝑟1در این رابطه،  

پارامتر هموارسازی   𝑛مرز یا مرکز وصله پیزوالکتریک( و  

شود، تر می آل نزدیک ، تابع به دلتا ایده 𝑛است. با کاهش  

افزایش   با  که  حالی  و  𝑛در  شده  بیشتر  تابع  پهنای   ،

 . توزیع آن هموارتر خواهد شد

، سامانهسازی زمانی و حل پاسخ گذرای  برای گسسته 

شده است. این روش یکی   استفاده  18از روش نیومارک

شناخته  روش شدهاز  پایدارترین  و  تحلیل  ترین  در  ها 

می شمار  به  دینامیکی  از  مسائل  استفاده  با  و  رود 

ی های جرم، میرایی و سختی، امکان محاسبه ماتریس 

 سازد.مند سازه را با دقت مناسب فراهم میپاسخ زمان 

ی  های مهم روش نیومارک، قابلیت اجرای ساده از مزیت 

و  گام  گذرا  تحلیل  در  مناسب  پایداری  زمانی،  های 

هم  محاسبه  در  آن  جابهتوانایی  و  زمان  سرعت  جایی، 

ویژگی  این  است.  زمانی  گام  هر  در  سبب  شتاب  ها 

ورق  می دینامیکی  تحلیل  برای  روش  این  که  شود 

ی برداشت انرژی  چرخان و بررسی رفتار زمانی سامانه

 . ]20[انتخابی مناسب و قابل اعتماد باشد

 تایج عددين. 4

 ورق و وصله. مشخصات 1-4

جنس ورق اصلی از آلومینیوم و وصله پیزوالکتریک از  

خواص    PZT-5Hنوع   است.  شده  گرفته  نظر  در 

مدول   چگالی،  شامل  آلومینیومی  ورق  مکانیکی 

ها در  الاستیسیته و ضریب پواسون است که مقادیر آن 

عنوان    2جدول   به  پارامترها  این  است.  شده  ارائه 

و  ورودی  شده  گرفته  نظر  در  عددی  مدل  اصلی  های 

تعیین  پاسخ  کننده نقش  و  ارتعاشی  رفتار  در  ای 

 کنند. ایفا می سامانهدینامیکی 

دایره  ورق  هندسی  وصلهمشخصات  و  های  ای 

 طور مستقیم پیزوالکتریک برای مواردی که در متن به 

 ها اشاره نشده است، مطابق با مقادیر ارائه شده به آن
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 ای. مشخصات مکانیکی ورق دایره2جدول 

 ماده 
 𝜌 چگالی

مدول  

 Eیانگ 

ضریب  

 𝜈پواسون 

kg/m3 GPa - 

 0/ 33 69 2700 آلومینیوم 

اند. این پارامترها مبنای  در نظر گرفته شده   3در جدول  

 .های عددی حاضر هستندسازی در تحلیل اصلی مدل 

 . مشخصات هندسی سامانه 3جدول 

 مقدار  واحد  نماد نام کمیت 

 R mm 100 شعاع ورق 

 h mm 5 ضخامت ورق 

 L mm 20 طول پیزوالکتریک

 w mm 20 عرض پیزوالکتریک

 ℎ𝑝 mm 2 ضخامت پیزوالکتریک 

موقعیت شعاعی مرکز  

 پیزوالکتریک 
P mm 60 

 

  نوع   از  پیزوالکتریک  وصله  الکتریکی  -خواص مکانیکی

PZT-5H     نظر در  استاندارد  مقادیر مرجع  اساس  بر 

شده  سختی  گرفته  ماتریس  در    کشساناند.  ماده  این 

 :شودحالت کرنش ثابت به صورت زیر تعریف می 

 

𝐂 =

[
 
 
 
 
 
126 79.5 84 0 0 0
79.5 126 84 0 0 0
84 84 117 0 0 0
0 0 0 23.25 0 0
0 0 0 0 23 0
0 0 0 0 0 23]

 
 
 
 
 

 

(18   )                                                                              

همچنین چگاالی مااده پیزوالکتریاک برابر باا مقادار زیر  

 :در نظر گرفته شده است

𝜌𝑝 = 7500  kg/m
3
 (28)                                               

ماتریس ضاارایب پیزوالکتریک که بیانگر کوپلینگ بین  

های مکانیکی و الکتریکی اساات، به صااورت زیر  میدان

 :شودتعریف می

𝐞 = [
0 0 0 0 17 0
0 0 0 0 0 17

−6.5 −6.5 23.3 0 0 0
] (38)  

دی  ضااارایااب  ماااتاریاس  ماااده  هاماچانایان  الاکاتاریااک 

های مختلف به صاورت زیر در  پیزوالکتریک در راساتای 

 :نظر گرفته شده است

𝜺 = [
15.03 0 0
0 15.03 0
0 0 13

] × 10−9 (48)             

سااااازی دقیق رفتاار  این پاارامترهاا باه منظور مادل

  در  پیزوالکتریک  وصاله  الکتریکی  -شاده مکانیکیکوپل

  تأثیر  و  اندگرفته  قرار  اسااتفاده  مورد عددی   های تحلیل

  ادامه  در  سامانه  خروجی  ولتاژ  و  ارتعاشی  پاسخ  بر  هاآن

 .گرفت خواهد قرار بررسی مورد

 هاي طبيعی ورق. فرکانس2-4

در این بخش، باه منظور ارزیاابی دقات روش عاددی  

های طبیعی یک ورق  ، فرکانس1-2شاده در بخش  ارائه

متر  میلی 5متر و ضاخامت  ساانتی  10ای با شاعاع دایره

افزار کامسااول  آمده از نرمدسااتمحاساابه و با نتایج به

اناد. برای این منظور، پنج مود اول  مقاایساااه شاااده

ها در دو روش  ارتعاشااای ورق اساااتخراج و مقادیر آن

مورد بررساای قرار گرفته اساات. نتایج مربوط به حالت  

ارائه شاااده و اختلاف نسااابی    4غیرچرخان در جدول  

سااانجش دقت مدل  بین نتایج به عنوان معیاری برای 

شااده  عددی در نظر گرفته شااده اساات. مقایسااه انجام

دهناده تطاابق منااساااب میاان روش عاددی  نشاااان

 .سازی اجزای محدود استپیشنهادی و شبیه
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ای بدون مود اول ورق دایره 5. فرکانس طبیعی 4جدول 

 (Hz)بر حسب هرتز  چرخش

R=10 cm , h=5 mm , Ω=0 

 مود

(m,n) 

1 

 (1و0) 

2 

 (2و0) 

3 

 (0و1) 

4 

 (3و0) 

5 

 (1و1) 

 2/600 2/495 0/447 2/377 0/246 عددی

 5/625 8/472 3/462 4/352 3/272 کامسول

شاااد، در حاالات  بیاان   1-2بخش  طور کاه در  هماان

ای، مودهاای ارتعااشااای دارای گره  چرخش ورق دایره

شاوند. شاعاعی به دو مؤلفه پیشارو و پسارو تفکیک می

ویژه  این پادیاده نااشااای از اثرات دیناامیکی دوران، باه

حضاور نیروی کوریولیس و شاکسات تقارن فرکانسای در  

چرخان اسات. در نتیجه، برای هر مود شاعاعی   ساامانه

شاااود که به ترتیب  دو فرکانس طبیعی مجزا ایجاد می

 شوند. به عنوان مودهای پیشرو و پسرو شناخته می

بر   چرخانای مود اول ورق دایره 5. فرکانس طبیعی 5جدول 

 (Hz)حسب هرتز 

R=10 cm , h=5 mm , Ω=1500 rpm 

 مود

(m,n) 

1 

 (1و0) 

2 

 (2و0) 

3 

 (0و1) 

4 

 (3و0) 

5 

 (1و1) 

 2/625 0/570 0/447 2/427 0/271 پیشرو 

 2/575 0/420 - 2/327 0/221 پسرو 

، بیاانگر افزایش فرکاانس  5شاااده در جادول  نتاایج ارائاه

 (𝜔𝐵) و کاهش فرکانس مود پسارو (𝜔𝐹) مود پیشارو

Ω) نسابت به حالت بدون دوران = اسات. علت این  (0

مای را  فایازیاکای  کاوریاولایاس  رفاتااار  نایاروی  اثار  در  تاوان 

باا اعماال سااارعات  ،  3و2جساااتجو کرد؛ مطاابق روابط  

های طبیعی سایساتم دچار انشاعاب  ، فرکانسΩدورانی  

)که ناشاای از اثر ژیروسااکوپی   𝑚Ωی شااده و مؤلفه

اسات( به ترتیب به فرکانس مودهای پیشارو افزوده و از  

لازم به ذکر اسات که   .شاودمودهای پسارو کاساته می

محیطی گره  فاااقااد  کااه  مودهااایی  𝑚) برای  = 0)  

هسااتند، به دلیل عدم وقوع انشااعاب فرکانساای )طبق  

های پیشااارو و پسااارو تفکیک  ، فرکانس(3و   2روابط  

شاوند؛ لذا تنها یک مقدار فرکانسای گزارش شاده  نمی

 .است

به منظور بررسااای تأثیر پارامترهای هندسااای ورق بر  

فرکانس طبیعی مود اول، اثر شااعاع و ضااخامت ورق  

،  1  ای مورد مطالعه قرار گرفته است. مطابق رابطهدایره

فرکانس طبیعی با توان دوم شاعاع ورق رابطه معکوس 

دارد؛ بنابراین با افزایش شااعاع، سااختی خمشاای مؤثر  

 یابد. کاهش می سامانهکاهش یافته و فرکانس طبیعی 

در مقاابال، فرکاانس طبیعی باا ضاااخاامات ورق رابطاه  

که افزایش ضاااخامت موجب  طوری مساااتقیم دارد، به

افزایش سااختی خمشاای و در نتیجه افزایش فرکانس  

 .شودطبیعی می

 ارتعاش اجباري ورق با وصله . 3-4

منظور بررسای پاساخ ارتعاشای ورق در شرایط ارتعاش  به

ی  صااورت بار گسااترده اجباری، یک نیروی خارجی به

اعمال شااده   سااامانهبه   85  سااینوساای و مطابق رابطه

 .است

𝑞(𝑡) = 𝑞0 sin(2π𝑓𝑡) ; 𝑞0 = 10
N

m2
, 𝑓 = 5 Hz 

(58                                                                            )  

  100ای باا شاااعااع  در این مطاالعاه، یاک ورق دایره

  1000متر که با ساارعت  میلی 5متر و ضااخامت  میلی

دوران می دقیقاه  بر  باهدور  وصااالاه  کناد،  همراه دو 
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اباعاااد   بااه  مارباعای  و  مایالای  20×20پایازوالاکاتاریااک  ماتار 

منظور حفظ تقاارن محوری(  متر )باهمیلی 2ضاااخاامات 

موقعیت مرکز وصااله  . مورد بررساای قرار گرفته اساات

متر از مرکز دیسااک  میلی  60پیزوالکتریک در فاصااله 

تحت تأثیر نیروی    ساااامانهاین  انتخاب شاااده اسااات.

منظور ارزیاابی  قرار دارد. باه  85خاارجی مطاابق رابطاه  

جاایی مرکز  دقات روش عاددی، تحلیال همگرایی جااباه

های پیزوالکتریک انجام شاده اسات. نتایج  یکی از وصاله

دهد که با ارائه شده و نشان می  2این بررسی در شکل 

سااازی، پاسااخ به مقدار  افزایش تعداد نقاط گسااسااته

شاود. بر اسااس این بررسای و با توجه  همگرا نزدیک می

شده در های انجامسازی به تطابق مناسب نتایج با شبیه

سااازی  نقطه گسااسااته  27افزار کامسااول، تعداد  نرم

های  عنوان مقدار بهینه انتخاب شاده و تمامی تحلیلبه

 بعدی با این تعداد نقطه انجام گرفته است.

 

جایی مرکز وصاله پیزوالکتریک با  . بررسای همگرایی جابه2شاکل 

 ی سازافزایش تعداد نقاط گسسته

  ساامانهبا اعمال بار گساترده ساینوسای، پاساخ زمانی 

جایی مرکز وصااله پیزوالکتریک  محاساابه شااده و جابه

عنوان شاااخصاای برای ارزیابی رفتار ارتعاشاای ورق  به

جایی دهد که جابهاساتخراج شاده اسات. نتایج نشان می

مرکز وصااله نساابت به زمان دارای یک روند نوسااانی 

جایی مرکز وصاله  تغییرات جابه  3مشاخص اسات. شاکل  

 .دهدرا در بازه زمانی مورد نظر نمایش می

 

 جایی نقطه مرکز وصله پیزوالکتریک در شرایط. جابه 3شکل 

𝑞0 = 10 
N

m2 , , 𝑓 = 5 Hz 

جایی مرکز وصااله  تغییرات جابه 6 تا شااکل 4 شااکل

پیزوالکتریاک را در شااارایط مختلف تحریاک نشاااان  

فارکااانس  مای تاغایایار  تااأثایار  ناماودارهااا،  ایان  در  دهانااد. 

تحریک و دامنه نیروی گسترده خارجی بر پاسخ زمانی  

 .مورد بررسی قرار گرفته است سامانه

 

جایی نقطه مرکز وصله پیزوالکتریک در شرایط  . جابه 4شکل 

𝑞0 = 10 
N

m2 , , 𝑓 = 10 Hz 

 

جایی نقطه مرکز وصله پیزوالکتریک در شرایط  . جابه 5شکل 

𝑞0 = 20 
N

m2 , , 𝑓 = 5 Hz 
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جایی نقطه مرکز وصله پیزوالکتریک در شرایط  . جابه6شکل 

𝑞0 = 20 
N

m2 , , 𝑓 = 10 Hz 

 هاي پيزوالکتریک. برداشت انرژي از وصله4-4

ابتادا مقااومات الکتریکی بهیناه در مادار اساااتخراج  

شااود تا بتوان توان الکتریکی خروجی را در بهترین  می

حالت محاسااابه کرد. در این مرحله، مقادیر بیشاااینه  

ولتااژ خروجی برای مقاادیر مختلف مقااومات باار مورد  

گیرد. ولتاژ خروجی ناشاای از پاسااخ  بررساای قرار می

هرتز    5تحات تحریاک هاارمونیاک باا فرکاانس    ساااامااناه

محااساااباه شاااده و برای هر مقادار    85مطاابق رابطاه  

شاود. با اساتفاده  مقاومت، مقدار بیشاینه ولتاژ تعیین می

از این مقاادیر، توان الکتریکی متنااظر باا هر مقااومات  

محاسابه شاده و به این ترتیب امکان شاناساایی مقاومت  

بهیناه و تحلیال عملکرد مادار برداشااات انرژی فراهم  

 .شودمی

𝑃 = 𝑅𝐼2 =
𝑉2

𝑅
 (68                                          )  

  در مقااومات-الکتریکی  توان  و  مقااومات-نمودارهاای ولتااژ

  ترمناساب   نمایش برای . اندشاده  ارائه  8 و 7  های شاکل

 افقی  محور  تغییرات،  تردقیق  مشاااهده  و سااامانه  رفتار

  صاورتبه اسات، مقاومت  مقدار  بیانگر که  نمودارها این

 .است شده رسم لگاریتمی

 

 هرتز 5مقاومت در فرکانس تحریک -. نمودار ولتاژ7شکل 

 

  5در فرکانس تحریک  مقاومت-. نمودار توان الکتریکی8شکل 

 هرتز

با افزایش مقاومت بار، دامنه ولتاژ خروجی ابتدا افزایش  

مقدار تقریبا  یافته و ساااپس در یک بازه مشاااخص به 

ای که افزایش بیشااتر مقاومت  گونهرسااد، بهثابتی می

های  تأثیر محسااوساای بر مقدار ولتاژ ندارد. در مقاومت

بسایار پایین، به دلیل غالب بودن شارایط اتصاال کوتاه،  

های  ولتاژ خروجی ناچیز است؛ در حالی که در مقاومت

به شارایط مدار باز نزدیک شاده و ولتاژ در   ساامانهبالا  

گیرد، هرچند توان قابل برداشات  ساطح بالاتری قرار می

  مقاومت-الکتریکی یابد. بررسای نمودار توانکاهش می

 مقاومت  افزایش با  الکتریکی توان که  دهدمی نشان  نیز

به مقدار بیشااینه    رساایدن از  پس یافته،  افزایش  ابتدا

کاهش پیدا کرده و در نهایت به مقادیر نزدیک به صفر 

 .کندمیل می
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بر اسااس نتایج عددی و با توجه به نقطه بیشاینه توان، 

به دسات آمده    MΩ 6/12 با مقدار مقاومت بهینه برابر  

اسات که در این حالت، توان الکتریکی و ولتاژ خروجی  

هساااتناد.     V  3/2  و  μW  06/1 باه ترتیاب برابر باا  

دهد که بیشاترین مقدار ولتاژ  همچنین نتایج نشاان می

معااادل   مقاااوماات  V  44/3 خروجی،  در   ، MΩ  70  

شاود که متناظر با شارایط نزدیک به مدار باز  حاصال می

هاای بعادی، لازم باه ذکر اسااات کاه در تحلیال  .اسااات

تمامی محاسابات و نتایج عددی با اساتفاده از مقاومت  

 .اندانجام شده MΩ 6/12ه بهین

  برای تحلیل عملکرد سامانه برداشت انرژی، نمودارهای 

اناد. در این  ولتااژ خروجی بر حساااب زماان ارائاه شاااده

بخش، فرکاانس و دامناه تحریاک خاارجی تغییر داده  

مورد   ساااامانهشاااده تا تأثیر هر یک بر ولتاژ خروجی  

سانجی نتایج عددی،  منظور صاحتارزیابی قرار گیرد. به

افزار  ساازی نرمآمده با نتایج شابیهدساتهای بهپاساخ

اند. کامسااول تحت شاارایط یکسااان مقایسااه شااده

تغییرات ولتااژ خروجی در باازه    12تاا    9هاای  شاااکال

 .دهندزمانی را برای حالات مختلف تحریک نشان می

 . نمودار ولتاژ بر حسب زمان در شرایط9شکل 

 𝑞0 = 10 
N

m2 , , 𝑓 = 5 Hz 

 

 . نمودار ولتاژ بر حسب زمان در شرایط 10شکل 

 𝑞0 = 10 
N

m2 , , 𝑓 = 10 Hz 

 . نمودار ولتاژ بر حسب زمان در شرایط 11شکل 

 𝑞0 = 20 
N

m2 , , 𝑓 = 5 Hz 

 . نمودار ولتاژ بر حسب زمان در شرایط 12شکل 

 𝑞0 = 20 
N

m2 , , 𝑓 = 10 Hz 

در ادامه، با استفاده از مقادیر ولتاژ خروجی و بر اساس  

زمان 86رابطه   حسب  بر  الکتریکی  توان  نمودار   ،

استخراج شده است. تمامی این محاسبات برای حالتی  

شده  با  انجام  برابر  بار  الکتریکی  مقاومت  مقدار  که  اند 

بهینه   نظر    MΩ  6/12 مقدار  است. در  شده  گرفته 

متناظر در شکل توان  ارائه    16تا    13های  نمودارهای 

شده اند و امکان بررسی رفتار زمانی توان برداشتشده
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در شرایط مختلف تحریک را    سامانهو ارزیابی عملکرد  

 کنند. فراهم می 

 . نمودار توان خروجی بر حسب زمان در شرایط13شکل 

 𝑞0 = 10 
N

m2 , , 𝑓 = 5 Hz 

 

 . نمودار توان خروجی بر حسب زمان در شرایط14شکل 

 𝑞0 = 10 
N

m2 , , 𝑓 = 10 Hz 

 

 . نمودار توان خروجی بر حسب زمان در شرایط15شکل 

 𝑞0 = 20 
N

m2 , , 𝑓 = 5 Hz 

 . نمودار توان خروجی بر حسب زمان در شرایط16شکل 

 𝑞0 = 20 
N

m2 , , 𝑓 = 10 Hz 

 ابعاد وصله پيزوالکتریک  تأثير.  5-4

ابعاد وصلهبه تأثیر  بر    های منظور بررسی  پیزوالکتریک 

ای برای ، پاسخ الکتریکی ورق دایره سامانهولتاژ خروجی  

وصله   ضخامت  و  عرض  طول،  مختلف  مقادیر 

پیزوالکتریک مورد مطالعه قرار گرفته است. تغییر این  

با تغییر میزان کوپلینگ  پارامترهای هندسی می تواند 

  ولتاژ   دامنه  بر  مؤثر،  کرنش  و  الکتریکی–مکانیکی

 پارامترهای   سایر   تحلیل،  این  در.  باشد  تأثیرگذار  تولیدی 

  ابعاد   خالص  اثر  تا   اندشده  گرفته  نظر  در   ثابت  سامانه

 به   مربوط  نتایج.  گردد  ارزیابی   خروجی  ولتاژ  بر  وصله

  پیزوالکتریک   های وصله  ضخامت   و  عرض  طول،  تأثیر

 است. شده ارائه 19  تا 17 های شکل در  ترتیببه

 

سامانه پیزوالکتریک بر ولتاژ  های وصله طول  تأثیر. 17شکل 

 برداشت انرژی 
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 امانهپیزوالکتریک بر ولتاژ س های وصله عرضتأثیر . 18شکل 

 برداشت انرژی 

 امانههای پیزوالکتریک بر ولتاژ سوصله ضخامت تأثیر. 19شکل 

 برداشت انرژی 

دهند  نشان می  19تا    17های  شده در شکلنتایج ارائه 

وصله ضخامت  و  عرض  طول،  افزایش  با  های  که 

یابد. این افزایش می   سامانهپیزوالکتریک، ولتاژ خروجی  

– رفتار ناشی از افزایش سطح مؤثر کوپلینگ مکانیکی

الکتریکی و تقویت میدان الکتریکی تولیدی است. با این  

تر این پارامترها، نرخ افزایش ولتاژ  حال، در مقادیر بزرگ 

به سمت اشباع نسبی میل    سامانهکاهش یافته و پاسخ  

نشانمی که  محدوده کند  وجود  برای دهنده  بهینه  ای 

های پیزوالکتریک در بهبود عملکرد برداشت  ابعاد وصله 

 انرژی است. 

 هاي پيزوالکتریک بهينه وصله. مکان 6-4

در این بخش، اثر موقعیت شعاعی وصله پیزوالکتریک  

با توجه به توزیع  بر ولتاژ خروجی بررسی شده است. 

ای، محل نصب وصله  غیریکنواخت کرنش در ورق دایره 

برداشت  انرژی  میزان  بر  مستقیمی  با  تأثیر  دارد.  شده 

تغییر موقعیت وصله و ثابت ماندن سایر پارامترها، ناحیه  

بهینه برای نصب وصله پیزوالکتریک شناسایی شده که  

  آمده است.  20نتایج آن در شکل 

 

 سامانهوصله پیزوالکتریک بر ولتاژ  مکان تأثیر. 20شکل 

 برداشت انرژی 

ارائه  نمودار  شکل  مطابق  در  خروجی  20شده  ولتاژ   ،

روی   بر  آن  قرارگیری  موقعیت  به  پیزوالکتریک  وصله 

دایره  در  ورق  نصب  محل  تغییر  با  است.  وابسته  ای 

راستای شعاعی، ولتاژ خروجی ابتدا افزایش یافته و پس  

کاهش می  بیشینه  مقدار  به  رسیدن  بیانگر  از  که  یابد 

بر  است.  وصله  نصب  برای  بهینه  موقعیت  یک  وجود 

اساس نتایج عددی، این موقعیت بهینه در فاصله حدود  

متر از مرکز دیسک به دست آمده است و با میلی   28

کرنش   کاهش  دلیل  به  نقطه،  این  از  گرفتن  فاصله 

 د. یابخمشی مؤثر، ولتاژ خروجی کاهش می 

 اي  ورق دایرهشعاع   تأثير.  4-7

دایره  ورق  شعاع  تغییر  اثر  بخش،  این  ولتاژ  در  بر  ای 

شود. با توجه به تأثیر  خروجی پیزوالکتریک بررسی می

دامنه   و  خمشی  کرنش  توزیع  بر  شعاع  مستقیم 

می  انتظار  هندسی  ارتعاشات،  پارامتر  تغییر  این  رود 

الکتریکی   پاسخ  تغییر  به  این    سامانهمنجر  در  گردد. 

تحلیل، سایر پارامترهای هندسی و دینامیکی ثابت نگه  
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داشته شده و شعاع ورق به عنوان متغیر اصلی در نظر  

گرفته شده است. نتایج حاصل از این بررسی در شکل 

  د.انارائه شده  21

 

برداشت  امانهای بر ولتاژ سشعاع ورق دایره تأثیر. 21شکل 

 انرژی 

ای، ، با افزایش شعاع ورق دایره 21مطابق نتایج شکل  

یابد. ولتاژ خروجی وصله پیزوالکتریک ابتدا افزایش می

تر شدن دامنه ارتعاشات و تغییر  این روند ناشی از بزرگ 

کرنش   انتقال  موجب  که  است  خمشی  کرنش  توزیع 

شود. با این حال، پس  مؤثرتر به وصله پیزوالکتریک می

از یک مقدار مشخص شعاع، نرخ افزایش ولتاژ کاهش  

بزرگ  مقادیر  در  و  به  یافته  الکتریکی  پاسخ  شعاع،  تر 

حالت تقریباً اشباع رسیده یا حتی اندکی کاهش نشان  

نشان می رفتار  این  بهینه  دهد.  بازه  یک  وجود  دهنده 

سازی ولتاژ خروجی  برای شعاع ورق در جهت بیشینه

ویژه با توجه به اینکه در این تحلیل، ضخامت  است؛ به

 د.انو ابعاد وصله پیزوالکتریک ثابت فرض شده  ورق 

 ي نيروي خارجی دامنه   تأثير. 8-4

در این بخش، اثر دامنه نیروی خارجی بر ولتاژ خروجی  

شود. از آنجا که دامنه نیروی تحریک  بررسی می  سامانه

کرنش   میزان  و  ورق  ارتعاشات  دامنه  بر  مستقیماً 

گذارد، تغییر  ایجادشده در وصله پیزوالکتریک تأثیر می 

تواند موجب تغییر ولتاژ تولیدی شود. در  این پارامتر می 

این تحلیل، با تغییر دامنه نیروی خارجی و ثابت نگه  

مورد    سامانهداشتن سایر پارامترها، رفتار ولتاژ خروجی  

می قرار  در    .گیردارزیابی  بررسی  این  از  نتایج حاصل 

 د.انارائه شده 22شکل 

 امانهتحریک نیروی خارجی بر ولتاژ سی دامنه تأثیر. 22شکل 

 برداشت انرژی 

 تحریک نيروي خارجی فرکانس   تأثير. 9-4

در این بخش، تأثیر فرکانس تحریک نیروی خارجی بر  

شود. از آنجا که پاسخ  بررسی می  سامانهولتاژ خروجی  

وصله   در  ایجادشده  کرنش  و  ورق  دینامیکی 

پیزوالکتریک به فرکانس تحریک وابسته است، تغییر آن  

تواند تغییرات قابل توجهی در ولتاژ خروجی ایجاد  می

کند. با تغییر فرکانس و ثابت نگه داشتن سایر پارامترها، 

رفتار ولتاژ خروجی ارزیابی شده و امکان بررسی شرایط 

نزدیک به تشدید و تأثیر آن بر عملکرد برداشت انرژی  

 .شودفراهم می 

شکل   خروجی  23مطابق  ولتاژ  قابل بهسامانه  ،  طور 

فرکانس تحریک نیروی خارجی قرار    تأثیرتوجهی تحت  

دارد. با افزایش فرکانس تحریک، ولتاژ خروجی در ابتدا  

فرکانس   یک  نزدیکی  در  اما  داشته،  ملایمی  تغییرات 

می  تجربه  را  شدیدی  افزایش  که  مشخص  کند 

هماننشان است.  تشدید  پدیده  وقوع  که دهنده  طور 

و    سامانههای طبیعی  فرکانس   5و4درجدول   محاسبه 

شده  با  ارائه  متناظر  ولتاژ  ناگهانی  افزایش  این  اند، 
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ورق    تشدیدبوده و بیانگر    سامانهفرکانس طبیعی اول  

دامنه  دایره  ناحیه،  این  در  است.  فرکانس  این  در  ای 

ارتعاشات و کرنش ایجادشده در وصله پیزوالکتریک به  

ولتاژ خروجی   نتیجه  در  و  رسیده  مقدار خود  بیشینه 

می به افزایش  محسوسی  از  طور  عبور  از  پس  یابد. 

رفتار   و  یافته  کاهش  خروجی  ولتاژ  تشدید،  فرکانس 

 .گیردفاصله می تشدیداز ناحیه   سامانه

 

 امانهتحریک نیروی خارجی بر ولتاژ سفرکانس  تأثیر. 23شکل 

 برداشت انرژی 

 ورق   یسرعت دوران  تأثير.  10-4

تأثیر سرعت دورانی ورق بر ولتاژ خروجی    24در شکل  

سامانه برداشت انرژی مورد بررسی قرار گرفته است. در  

سرعت   افزایش  با  تولیدی  ولتاژ  تغییرات  تحلیل،  این 

این   اثرگذاری  نحوه  تا  شده  ارزیابی  دیسک  چرخش 

وصله الکتریکی  پاسخ  بر  دینامیکی  های  پارامتر 

درک   امکان  بررسی  این  شود.  مشخص  پیزوالکتریک 

کلی   عملکرد  در  دورانی  سرعت  نقش  را    سامانهبهتر 

 .کندفراهم می 

 نتایج سازي بهينه . 11-4

در راستای بررسی تأثیر پارامترهای هندسی و موقعیتی 

بر عملکرد برداشت انرژی، کدی در محیط متلب توسعه 

 داده شد تا با استفاده از الگوریتم برای انجام فرآیند 

 

 

برداشت  سامانهدورانی ورق بر ولتاژ سرعت  تأثیر. 24شکل 

 انرژی 

دایره بهینه ورق  شعاع  با  متر  میلی   100ای  سازی،  که 

می   1000سرعت   دوران  دقیقه  بر  تحت    کنددور  و 

تحریک   خارجی    5فرکانس  نیروی  دامنه  و    20هرتز 

میلی بر  مربعنیوتون  است.    متر  شده  گرفته  نظر  در 

های عددی پیشین، مقاومت همچنین بر اساس بررسی

در    MΩ  6/12 الکتریکی مدار برای حالت بهینه برابر با  

 نظر گرفته شد. 

بهینه فرآیند  طول  در  شامل  اصلی  پارامتر  پنج  سازی 

وصله پیزوالکتریک، عرض وصله پیزوالکتریک، ضخامت  

پایه و موقعیت وصله   وصله پیزوالکتریک، ضخامت ورق 

گرفتند.   قرار  بررسی  مورد  ورق  روی  بر  پیزوالکتریک 

قبول برای این متغیرها تعریف شدند تا از  های قابلبازه 

قابل و  منطقی  عملی،  ساخت  و  فیزیکی  تحقق  نظر 

طول و عرض وصله پیزوالکتریک هر یک در بازه    باشند.

تناسب  میلی  40تا    10 تا  شدند  گرفته  نظر  در  متر 

گرد حفظ  ورق  ابعاد  با  وصله  د.  هندسی  ضخامت 

متر و ضخامت  میلی  5تا    5/0محدوده پیزوالکتریک در  

 متر متغیر لحاظ شدند.میلی  10تا   2ورق پایه در بازه 

موقعیت  نصب،  محل  بهترین  تعیین  برای  همچنین، 

فاصله در  پیزوالکتریک  وصله    70تا    30  قرارگیری 

بازه میلی این  تعریف گردید.  ورق  مرکز  از  به متری  ها 



 

 

  

 

43 

ش
عا

رت
و ا

ت 
و

ص
ي  

م
عل

ة 
ري

ش
ن

 
 /

ل  
سا

14
05

 / 
ه 

ور
د

15/ 
ة  

ار
م

ش
2

9
 

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

.. 
ر 

گا
ست

 ر
ن

فا
عر

 /
.  

 

قیود   ژنتیک عنوان  الگوریتم  در  جهت   19ورودی 

 .های بهینه مورد استفاده قرار گرفتنداستخراج پاسخ 

و   بهینه  طراحی  پارامترهای  تعیین  منظور  به 

فرآیند  بیشینه  خروجی،  الکتریکی  توان  سازی 

محیط  بهینه در  ژنتیک  الگوریتم  از  استفاده  با  سازی 

متلب انجام شد. در این فرآیند، الگوریتم با جمعیتی در  

اجرا    20نسل  120حالت و طی نزدیک به    22000حدود  

گردید و در نهایت به همگرایی مناسبی دست یافت که  

شکل   در  آن  از    25روند  پس  است.  شده  داده  نشان 

رسیدن به همگرایی، مقادیر بهینه پارامترهای طراحی  

بهینه از  حاصل  نتایج  اساس  بر  شد.  سازی، استخراج 

متر، عرض  میلی  5/38برابر با  طول وصله پیزوالکتریک  

با   برابر  پیزوالکتریک  و ضخامت  میلی   29/ 7وصله  متر 

با   برابر  پیزوالکتریک  آمد.  متر  میلی  5وصله  دست  به 

متر را  میلی  2همچنین ضخامت ورق پایه مقدار بهینه  

نشان داد و موقعیت بهینه قرارگیری وصله پیزوالکتریک  

فاصله   تعیین گردید.  میلی  31در  ورق  از مرکز  متری 

ادامه   در  طراحی  بهینه  شرایط  عنوان  به  مقادیر  این 

 اند.های عددی مورد استفاده قرار گرفته تحلیل 

 

نسل و  120همگرایی الگوریتم ژنتیک در طی حدود . 25شکل 

 به مقدار پایدار  توان خروجی پیزوالکتریکرسیدن 

 

بر اساس این پارامترهای بهینه، توان الکتریکی خروجی  

  26بر حسب زمان محاسبه شده و نتایج آن در شکل  

نشان   نتایج  است.  شده  شرایط  میارائه  در  که  دهد 

تولیدی   توان  مقدار    سامانهبهینه،  وات  میلی  4/39به 

و  می اولیه  حالت  نتایج  با  مقایسه  در  مقدار  این  رسد. 

شکل   در  که  غیربهینه  است،    15شرایط  شده  ارائه 

که طوری دهد؛ بهافزایش بسیار قابل توجهی را نشان می

میکرووات    85/0در آن حالت توان تولیدی تنها حدود  

می بنابراین  بود.  شده  که  گزارش  کرد  مشاهده  توان 

سازی و انتخاب مناسب پارامترهای اعمال فرآیند بهینه 

بسیار   تأثیر  پیزوالکتریک،  وصله  موقعیت  و  هندسی 

و  چشم دارد  انرژی  برداشت  سامانه  عملکرد  بر  گیری 

توان خروجی می برابری  افزایش چندین  شود. موجب 

دهنده اهمیت تعیین پارامترهای بهینه  این نتایج نشان 

سامانه و  در طراحی  پیزوالکتریک  انرژی  برداشت  های 

روش مؤثر  بهینه نقش  بههای  هوشمند،  ویژه  سازی 

یابی به بیشینه بازده عملکرد  الگوریتم ژنتیک، در دست 

 است. سامانه

 . نمودار توان خروجی بر حسب زمان در شرایط بهینه 26شکل 

 گيرينتيجه .5

ای چرخان نتایج این پژوهش نشان داد که ورق دایره 

عنوان یک تواند بههای پیزوالکتریک میمجهز به وصله 

سامانه مؤثر برای برداشت انرژی ارتعاشی مورد استفاده  
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شده روی پاسخ زمانی ولتاژ  های انجام قرار گیرد. تحلیل

و توان الکتریکی تحت شرایط مختلف تحریک نشان داد  

به سامانه  عملکرد  پارامترهای که  به  مستقیم  طور 

و   تحریک  فرکانس  تحریک،  دامنه  نظیر  دینامیکی 

به است.  وابسته  ورق  دورانی  مشاهده  سرعت  ویژه، 

های ولتاژ و توان در نزدیکی فرکانس طبیعی مود پیک 

پدیده   کلیدی  نقش  بازده    تشدیداول،  افزایش  در  را 

آمده  دستمقایسه نتایج به  کند.برداشت انرژی تأیید می

نیز  محدود    اجزای سازی  شبیه با   کامسول  محیط  در 

تحلیلی   مدل  دقت  و  داد  نشان  را  مناسبی  تطابق 

براین، ارزیابی اثر  شده را مورد تأیید قرار داد. علاوه ارائه 

پارامترهای هندسی شامل ابعاد ورق، موقعیت و اندازه  

بهینه وصله که  داد  نشان  پیزوالکتریک  این  های  سازی 

قابل تأثیر  الکتریکی  پارامترها  توان  افزایش  بر  توجهی 

 خروجی دارد. 

بهینه شرایط  الکتریکی  در  توان  پژوهش،  این  شده 

حدود  تولیدی   آمد؛    واتمیلی  4/39سامانه  دست  به 

مقداری که در مقایسه با حالت غیربهینه )با توان حدود  

دهنده بهبود چشمگیر عملکرد  ( نشان میکرووات  0/ 85

تولیدی سامانه، میاست.   توان  به سطح  توجه  توان با 

نتیجه گرفت که سامانه برداشت انرژی پیشنهادی قادر  

الکترونیکی   تجهیزات  موردنیاز  انرژی  تأمین  به 

های کوچک و  21ال ای دیطور ویژه،  مصرف است. بهکم

بازه حسگرهای کم    100تا    1ی  مصرف که معمولاً در 

این  خروجی  توان  با  دارند،  عملیاتی  توان  میکرووات 

اندازی هستند. همچنین  صورت مؤثر قابل راهسامانه به

مورد   پیزوالکتریک  وصله  دو  ابعاد  گرفتن  نظر  در  با 

حدود  استفاده   تولیدی  توان  چگالی  سامانه،  این  در 

آید که  متر مکعب به دست میبر میلی میکرووات    3/ 45

انرژی  نشان برداشت  سامانه  مناسب  عملکرد  دهنده 

انرژی  طراحی  برداشت  سامانه  نتیجه،  در  است.  شده 

می مطالعه  سازه مورد  سلامت  پایش  در  ها، تواند 

بی سامانه الکترونیکی  سیم کمهای  تجهیزات  و  مصرف 

 کار گرفته شود. کوچک به

دهد که طراحی  طور کلی، نتایج این پژوهش نشان میبه

پارامترهای  بهینه  انتخاب  سامانه،  اجزای  مناسب 

هندسی و استفاده از شرایط دینامیکی مطلوب، امکان 

سامانهتوسعه انرژی  ی  برداشت  پربازده  های 

های  پیزوالکتریک را برای کاربردهای صنعتی و سامانه

 سازد.دارای اجزای چرخان فراهم می

 پيشنهادات .6

شده در پژوهش حاضر  با توجه به فرضیات در نظر گرفته

به  تحلیلو  ارتقای سطح  آینده،  منظور  ها در مطالعات 

با توجه به مسیرهای پژوهشی زیر پیشنهاد می گردد. 

کرنش  روابط  حاضر  پژوهش  در  جایی جابه–اینکه 

شود اند، پیشنهاد میصورت خطی در نظر گرفته شدهبه

پژوهش  کرنشدر  روابط  از  استفاده  با  آتی  – های 

در  جابه سامانه  دینامیکی  رفتار  غیرخطی،  جایی 

های ارتعاشی بزرگ با دقت بیشتری بررسی شود. دامنه 

فرکانسی غیرخطی، یعنی  پاسخ  نمودار  راستا،  این  در 

دامنه حرکت بر حسب فرکانس تحریک، با استفاده از  

روش  روش  جمله  از  اختلالات،  تئوری  مختلف  های 

ویژگی تا  گردد  ترسیم  و  محاسبه  های  چندمقیاسی، 

سفت  سامانهرفتاری   رفتار  یا نظیر  شوندگی 

شوندگی، پدیده جهش و تشدیدهای اولیه و ثانویه  نرم 

ترسیم  به همچنین،  گیرند.  قرار  مطالعه  مورد  دقت 

های محتمل در  و بررسی انشقاق   سامانهنمودار انشقاق  

می  و  ساختار  پاسخ  کیفی  تغییرات  شناسایی  به  تواند 

های پایداری و ناپایداری سامانه کمک  تعیین محدوده 
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این، پیشنهاد می بر  افزون  لیاپانوف  کند.  شود نماهای 

دینامیکی   رفتار  ماهیت  تا  شوند  ترسیم  و  محاسبه 

پاسخ  سامانه وقوع  امکان  تناوبی، شبه و  یا  های  تناوبی 

 آشوبناک مشخص گردد.

تأثیر   بررسی  غیرخطی،  رفتار  تحلیل  بر  علاوه 

های پیزوالکتریک، از  های مختلف ورق و وصلههندسه 

وصله از  استفاده  ورق،  ضخامت  تغییر  با  جمله  هایی 

های گوناگون  ها و ابعاد متفاوت و مطالعه چیدمان شکل

می وصله طرح ها،  شناسایی  به  و  تواند  کارآمدتر  های 

افزایش توان الکتریکی خروجی منجر شود. همچنین،  

استفاده از مواد مدرج تابعی در ساختار ورق و بررسی 

ها بر  اثر تغییرات پیوسته خواص مکانیکی و حرارتی آن

عنوان یکی پاسخ ارتعاشی و عملکرد برداشت انرژی، به

 شود. دیگر از مسیرهای توسعه این پژوهش پیشنهاد می

از سوی دیگر، با توجه به دوران ورق در محیط سیال،  

– در نظر گرفتن اثرات آیرودینامیکی و اندرکنش سیال 

ویژه میرایی آیرودینامیکی و نیروهای ناشی از سازه، به

شده را به شرایط واقعی تواند مدل ارائه جریان هوا، می

نزدیک بر  عملکرد  عوامل  این  اثر  بررسی  کند.  تر 

پایداری  فرکانس  ارتعاشات،  دامنه  طبیعی،  های 

انرژی،  برداشت  بازده  و  تولیدی  ولتاژ  دینامیکی، 

ای های دورانی بالا، از اهمیت ویژه خصوص در سرعت به

برخوردار است. در نهایت، مطالعه تأثیر شرایط محیطی،  

ورق،   مکانیکی  خواص  بر  دما،  تغییرات  جمله  از 

توان ویژگی  و  پیزوالکتریک  وصله  الکترومکانیکی  های 

شود تا عملکرد و قابلیت  الکتریکی خروجی پیشنهاد می 

اربردهای  اطمینان سامانه در شرایط کاری مختلف و ک

 صورت جامع ارزیابی گردد. بلندمدت به 
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