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   پژوهشی مقاله

ای به روش مربعات  ارتعاشات آزاد پنل و پوسته متصل کروی استوانه 

 یافته دو بعدی دیفرانسیلی تعمیم 

 نادیا معتضدیان 

 دانشجوی کارشناسی ارشد 
 دانشکده مکانیک دانشگاه صنعتی خواجه نصیرالدین طوسی 

 *اصغر جعفریعلی

 استاد دانشکده مکانیک  

 دانشکده مکانیک دانشگاه صنعتی خواجه نصیرالدین طوسی 
nadia97mtz@yahoo.com ajafari@kntu.ac.ir 

 07/11/1402تاریخ پذیرش:  27/04/1402تاریخ دریافت: 

 

پوسته   است. شده  یبررس  یااستوانه-یهم کرومتصل بهايزوتروپيک    ی هاپنل و پوسته  ات آزاددر اين پژوهش ارتعاش 

شوند. با استفاده  درجه يک منحنی حول محور تقارن مرکزی ايجاد می  360کمتر از    و  360ترتيب از دوران  ها بهو پنل

،  کندیمدل م  یرا به خوب  یدوران یهایاينرس  و  یبرش  یها شکل  رکه اثر تغيي  1مرتبه اول  یتغيير شکل برش  یتئوراز  

اند. معادلات با روش مربعات  ها استخراج شدهو اصل هميلتون معادلات حرکت پنل  2دانل   ی فرضيات سينماتيک با    و

,𝑥  در هر دو جهت  3تعميم يافته   یديفرانسيل  𝜃    و𝜑, 𝜃  ای و کروی هستند  های استوانهترتيب مربوط به بخشکه به

ای با استفاده از روش  ادلات با يک بسط چندجملههای موجود در معسازی مشتقمعادل  پس از   اند.شده  ی سازگسسته

تواند شروط مرزی  شود. اين روش قدرتمند میشده، دستگاه معادلات ديفرانسيلی به معادلات جبری تبديل میبيان

بعد   گام  در  کند.  اعمال  پنل  سر  دو  به  و  د  مدل  را  پنل  ی طبيع  یهافرکانسمختلف  و  ترکيبی  هاپوسته  ی 

  یافزار آباکوس و مقالات معتبر بررسشده با نرماستخراج    ی هاپاسخ  ی درست   و  ستا ه  آمد  دستهبای  استوانه ـکروی

  ی اهفرکانس  ی بر رو  ی و شعاع بخش کرو  یاهايی مانند ضخامت، طول بخش استوانهاند. درنهايت اثر پارامترشده

 ت.اس شده  یبررس مدل مورد نظرطبيعی 

استوانه کروی  متصل  پوسته  آزاد،  استوانهارتعاشات  کروی  متصل  پنل  مربعات  ای،  ديفرانسيلی  ای، 

ها يافته دو بعدی، تئوری تغير شکل برشی مرتبه اول، شروط پيوستگی پوستهتعميم

 مقدمه . 1

پنل  و  گسترده پوسته  بسیار  استفاده  دورانی  در های  ای 

را  شاخه عملکرد  بهترین  که  دارند  مهندسی  مختلف  های 

ها،  رفتارهای دینامیکی، مقاومت و پایداری دارند. زیردریایی

مو برجشک بدنه  فشار،  تحت  مخازن  خنکها،  کننده، های 

ها، های گنبدی شکل و اجزا توربین مخازن ذخیره آب، سازه 

کاربردنمونه از  متنوع  پنلپوسته  های  و  و  ها  صنعت  در  ها 

های مخروطی، کروی و ترکیب پوسته   مهندسی سازه است.

فشار،  استوانه تحت  مخازن  در  مهمی  بسیار  نقش  ای 

موشکهادریاییزیر مانند  هوافضا  صنایع  دارند.،   ها 

 و مخروط-استوانه کره،-استوانه از اعم ترکیبی هایپوسته

 که دارند را به خود مربوط پیچیده های بحث دیگر اشکال یا
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-1]  اندشده بررسی محققین برخی توسط محدود صورتبه

همکارانش  .  [4 و  سال  [5]آیری  در  روش    1983،  یک  با 

پوسته ارتعاشی  رفتار  مخروطیابتکاری  را  استوانه-های  ای 

پوسته،   انتقال  ماتریس  از  استفاده  با  آنها  کردند.  بررسی 

ای از ای و مخروطی را به دستههای استوانهمعادلات پوسته

این  کردند.  تبدیل  اول  مرتبه  کوپل  دیفرانسیلی  معادلات 

انتقال   سر  یحترابه ماتریس  روش   انیب  توانی  یتوسط 

فرکانسیم معادلات  و  شرا  یامجموعه  یبرا  یشود   ط یاز 

 2002در سال    [6]  لی و همکارانشود.  ی محاسبه میمرز

استوانه ترکیبی  پوسته  که  بودند  افرادی  با  -اولین  را  کره 

شرایط مرزی مختلف بررسی کردند. برای استخراج معادلات  

از   سیستم،  بر  فلوگهحاکم  ریلی    4تئوری  انرژی  روش  و 

تحلیلی  با روش  معادلات فرکانس  با حل  و  استفاده کردند 

توانستند شکل مود و فرکانس های سیستم را استخراج کنند. 

 با روش تجزیه میدان  [8- 7]وو و همکارانش    2012در سال  

مخروط مرکب  پوسته  اجباری  و  آزاد  -استوانه-ارتعاشات 

را در شرایط مرزی   بررسی کردند. معادلات کروی  مختلف 

و  5ی بر-ریزنر-حاکم بر سیستم را با استفاده از تئوری نقدی

روش انرژی استخراج کردند. سپس با استفاده از سری فوریه  

چندجمله چبیشوفایو  متعامد  گسسته    6های  را  معادلات 

حل   و  کردند.  سازی  محاسبه  را  سیستم  ارتعاشی  دقیق 

شی این سیستم مرکب را با ، نتایج حل دقیق ارتعا درنهایت

 2013المان محدود مقایسه کردند. در سال    هایحل روش 

بختیارییوسف و  مرکب    [9]نژاد  زاد  پوسته  آزاد  ارتعاشات 

تقویت-استوانه روش  کره  با  را  شرط    تحلیلشده  و  مودال 

آزاد  دومرزی   معادلات   سر  استخراج  برای  کردند.  بررسی 

از تئوری فلوگه و روش انرژی ریلی استفاده   هاحاکم بر پوسته

ای بر  کردند و در پایان تأثیر طول وکم عمقی پوسته استوانه 

  [10]  ارتعاشات آزاد سیستم را بررسی کردند. وو و همکارانش

کره با شرط مرزی بستر  -ارتعاشات آزاد پوسته مرکب استوانه 

- یهای نازک نقدالاستیک را با درنظر گرفتن تئوری پوسته

ریزنر بررسی کردند. معادلات را با استفاده از سری فوریه و  

سازی کردند. سپس با  های متعامد چبیشوف گسستهچندجمله

با خروجی را  نتایج  و  دادند  انجام  را  عددی حل  های روش 

  2015در سال    [11]مقایسه کردند. لی و همکارانش    7انسیس

انرژی های نازک فلوگه و رو با استفاده از تئوری پوسته ش 

کره تقویب  -های طبیعی پوسته مرکب استوانهریلی فرکانس

تکیه مرزی  شروط  با  را  عمودی  سر  شده  در  ساده  گاه 

ب استوانه پوسته  کروی  سر  در  آزاد  و  آوردند. ه ای  دست 

بررسی کردند    افزار انسیس ها را با نتایج حاصل از نرم خروجی

را نیز  سنجی حل خود، شروط مرزی مختلف  و بعد از صحت

بررسی کردند و تأثیر کم عمق بودن پوسته کروی و نسبت  

ای بر رفتار ارتعاشات آزاد را بیان طول به شعاع پوسته استوانه

کره   زاویه  نیم  افزایش  با  دریافتند  آنها  فرکانس    𝜑کردند. 

شود. همچنین با افزایش نسبت طول  طبیعی سیستم کم می

پوسته کروی بر    𝜑اویه  ای تأثیر نیم زبه شعاع پوسته استوانه 

 یابد. فرکانس کاهش می

کروی –پوسته مرکب استوانه    [12]  سو و جین  2016در سال  

را با روش المان طیفی فوریه بررسی کردند. آنها برای تولید  

استفاده  اول  مرتبه  برشی  تئوری  از  پوسته جدید  المان  این 

ته های طبیعی پوسکردند و با استفاده از همین المان، فرکانس

استوانه سال  -مرکب  کردند.  استخراج  را  لی   2017کروی 

ای کروی را با استفاده  ارتعاش آزاد پوسته متصل استوانه   [13]

های چبیشوف برای ایهای فوریه و چندجملهاز ترکیب بسط

جاب شکل جاییهبیان  تغییر  تئوری  بودن  حاکم  فرض  و  ها 

لی   برشی این تحقیق  در  بررسی کرد. همچنین  اول  مرتبه 

در   کرد.  بیان  را  سیستم  برای  مختلف  مرزی  شرایط  تأثیر 

با درنظر گرفتن تئوری پوسته    [14]همین سال ژی و چن  

نیمه روش  یک  فلوگه  که  نازک  کردند  معرفی  را  تحلیلی 

پوستهمی آزاد  و  اجباری  ارتعاشات  روش  این  با  را  توان  ها 

آنها با همین روش معرفی شده ارتعاشات آزاد و  بررسی کرد.

مخروطی پوسته  یک  از  متشکل  سیستم  یک  - اجباری 

کروی را با شروط مرزی مختلف مرسوم بررسی -ایاستوانه

با استفاده از روش    2019در سال    [15]کردند. کو و کانگ  
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بعدی  سه  چندجمله  8ریتز  لژاندر ایو  جای به  9های 

ق  هایچندجمله مقالات  فرکانس جبری  توانستند  های  بل 

های مختلف یک سیستم متشکل از یک  طبیعی و شکل مود

استوانه پوسته کروی بسته پوسته  با دو  از دو سمت  ای که 

شده و ضخامت متغیر دارد را محاسبه کنند. آنها دریافتند با  

درجه چندجمله میافزایش  لژاندر  فرکانس طبیعی  ای  توانند 

عی همگرا کنند. البته همگرایی  سیستم را به سمت مقدار واق

فرکانس اول     5حاصل در مقاله آنها تا چهار رقم اعشار برای  

با دیگر مقالات   درنهایتاست.   مقایسه خروجی هایشان  با 

پوسته برای  روش  این  بسیار دریافتند  و  بسیار ضخیم  های 

  2019در  [16] نازک قابل استفاده است. پانگ و همکارانش

ارتعاشات    تحلیل  تحلیلی برایش حل نیمهبه دنبال ابداع رو

کروی با شرایط مرزی  -استوانه ای-آزاد پوسته مرکب کروی

به  بودند.  تئوری مختلف  از  معادلات  پیچیدگی  دلیل 

کردند.  پوسته استفاده  انرژی  روش  و  فلوگه  نازک  های 

جاب توابع  چندجملهههمچنین  از  استفاده  با  را  های ایجایی 

سری  یافتهتعمیمژاکوبی   سپس  و  نوشتند.  فوریه  های 

معادلات با مشتقات جزئی را به معادلات دیفرانسیل معمولی  

یلی ریتز حل کردند  تبدیل کردند. سپس معادلات را با روش ر

های المان محدود  های حل خود را با روش و درنهایت خروجی

با   [17] سنجی کردند. در همین سال لی و همکارانش  صحت

روش   از  پوستهاستفاده  برای  کرویریتز  مرکب  - های 

حل  -ایاستوانه متغیر  ضخامت  با  ارائه   تحلیلینیمهکروی 

دادند. تئوری مورد استفاده این مقاله تغییر شکل برشی مرتبه 

همکارانش و  هی  است.  بوده  سال    [18]  اول   2020در 

کروی را با فرض  -ایهای متصل استوانه ارتعاشات آزاد پوسته

تغییرات بررسی کردند. آنها برای بررسی  تئوری دانل و روش  

استفاده کردند. این   10بتا-ارتعاشات اجباری از روش نیومارک 

دیگر   با  خوبی  همخوانی  و  شده  همگرا  زود  بسیار  روش 

 2021در سال    [19]مقالات داشته است. پانگ و همکارانش  

مرتبه اول و فرض تابع    شکل برشی  با استفاده از تئوری تغییر

راستاهجاب در  بهجایی  جانبی  و  طولی  صورت های 

تحلیلی ایچندجمله روش  یک  فوریه  و سری  ژاکوبی  های 

-ایبرای بررسی ارتعاشات پوسته مرکب کامپوزیتی استوانه

و   پیوستگی  شروط  اعمال  برای  آنها  کردند.  معرفی  کروی 

 و  ل باقریبهره جستند. در همان سا 11مرزی از روش پنالتی 

با استفاده از روش مربعات دیفرانسیلی یک    [20] همکاران  

با  را  مخروطی  کروی  ترکیبی  پوسته  آزاد  ارتعاشات  بعدی 

شرایط مرزی مختلف بررسی کردند. تئوری مورد استفاده در  

این پژوهش تغییر شکل برشی مرتبه اول بوده است. سپس  

سال   پوسته  2022در  یک  همکارانش  و  کرویوانگ  - ی 

محیط -ایستوانها در  دادن  قرار  در  را  چرخان  مخروطی 

استفاده  با  اول    گرمایی  مرتبه  برشی  شکل  تغییر  تئوری  از 

سازی کردند. آنها با ترکیب روش تجزیه میدان با روش  مدل

و شروط   را حل  بر سیستم  حاکم  معادلات  توانستند  پنالتی 

 یتدرنهامرزی مختلف را به پوسته مورد مطالعه اعمال کنند.  

پارامتر  دمایی،  نیروهای  دوران اثر  سرعت  و  هندسی  های 

بر روی فرکانس بررسی شدپوسته  آنها   های طبیعی توسط 

گائو و همکارانش با استفاده از تئوری   2022در سال    [.21]

FSDT  مخروطی پوسته  یک  اجباری  و  آزاد  -ارتعاشات 

کردند. -ایستوانها بررسی  میدان  تجزیه  روش  با  را  کروی 

سازی  ها مدل وسیله فنرها در این روش بهاین پوسته   اتصال

پارامتر   درنهایتاست.    شده و  مرزی  شرایط  تأثیر  های با 

. [22]  های سیستم توسط آنها مطالعه شدابعادی برروی پاسخ

سبحانی و همکاران با استفاده از روش مربعات   2023در سال  

نیم  پوسته  بعدی  یک  کهاستوانه-کرویدیفرانسیلی  بر    ای 

روی یک بستر الاستیک قرار گرفته است را مورد بررسی قرار  

پوسته این  اتصال  فنردادند.  دادن  قرار  با  و  ها  انتقالی  های 

تأثیر شروط    درنهایتاست.    شی بین دو پوسته برقرار شدهچپی

نیمه  اتصال  مختلف،  پوستهمرزی  ها و جنس مختلف  صلب 

  .[23] ها بر روی سیستم را بررسی کردندپوسته

یافته روشی بسیار کاربردی روش مربعات دیفرانسیلی تعمیم

سازی معادلات دیفراسیلی مرتبه دوم در انواع برای گسسته 

این روش عددی، مشتقات    وسیلهبه توان  ها است و میپوسته
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مرتبه اول و دوم مکانی را در معادلات دیفرانسیلی حذف کرد. 

گلرکین عموماًدر روش  مانند  مرسوم  با    های  مکانی  بخش 

با قرار دادن این  توجه به شرط مرزی، مشخص می شود و 

شوند.  تابع بخش مکان، مشتقات مکانی معادلات حذف می

انواع شروط    بعدی  ی دوبا استفاده از روش مربعات دیفرانسیل

پوسته  به هر دو سر  تابع مکان    مرزی  بدون داشتن  پنل  یا 

ازی معادلات در  ستواند اعمال شود. همچنین با گسسته می

ها را نیز مورد بررسی قرار داد که این  توان پنلهر دو بعد می

مهم در روش مربعات دیفرانسیلی یک بعدی میسر نیست. 

محدود همچنین این روش نسبت به بقیه روش ها مانند المان

که علاوه دارد  همگرایی  در  بالایی  بسیار  سرعت  دقت  بر 

محاسبات عددی باشد.  تواند عاملی برای کاهش هزینه  می

آزاد  ارتعاشات  بررسی  برای  روش  این  از  پژوهش  این  در 

پنل و  استوانهپوسته  متصهای کروی  بهای  با شرایط   همل 

 مرزی مختلف استفاده شده است.

 های متصل . معادلات حاکم بر پنل و پوسته2

با جنس در این پژوهش یک پنل متصل کروی استوانه ای 

است را درنظر   h  برابر با  ایزوتروپیک که ضخامت آنماده  

ترتیب شعاع بخش کروی بهای و  طول پنل استوانه   گیریم.می

بین    𝜑است. زاویه بخش کروی در جهت    Rو     Lبرابر با  

𝜑0   تا𝜑1    و در جهت𝜃   بین𝜃0    تا𝜃1   است. شعاع بخش

𝑟𝑐ای  استوانه = 𝑅 sin𝜑1     مشاهده قابل   1که در شکل

,𝑥)ای  است. سیستم مختصات استوانه 𝜃, 𝑧)   بر روی بخش

,𝜑)ای و سیستم مختصات کروی استوانه 𝜃, 𝑧)   در بخش

 کروی استفاده شده است. 

 
ای و دستگاه  استوانه–شماتیکی از پوسته متصل کروی. 1شکل 

 مختصات آنها 

اثرات هابا توجه به ضخیم بودن پوسته ، برای بررسی بهتر 

تنشاینرسی و  دورانی  پنلهای  در ضخامت  برشی  و    های 

ها از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول برای استخراج  پوسته

معادلات حاکم بر سیستم استفاده شده است. با توجه به این  

ای  ای دلخواه از پنل استوانهجایی در نقطههتئوری، میدان جاب

جایی لایه میانی هتوان با استفاده از میزان جابو کروی را می

 [. 24] درنظر گرفت 3تا  1صورت روابط پنل به 

(1 ) 𝑢𝑖(𝜉1, 𝜉2, 𝑧, 𝑡) =  𝑢0
𝑖 (𝜉1, 𝜉2, 𝑡)

+ 𝑧𝛽1
𝑖(𝜉1, 𝜉2, 𝑡) 

(3 ) 𝑣𝑖(𝜉1, 𝜉2, 𝑧, 𝑡) =  𝑣0
𝑖 (𝜉1, 𝜉2, 𝑡)

+ 𝑧𝛽2
𝑖(𝜉1, 𝜉2, 𝑡) 

(3 ) 𝑤𝑖(𝜉1, 𝜉2, 𝑧, 𝑡) =  𝑤0
𝑖(𝜉1, 𝜉2, 𝑡) 

جایی در جهات طولی هترتیب جاببه   𝑤و    𝑢  ،𝑣در روابط فوق  

پایین    0نویس  شعاعی و در جهت ضخامت است. همچنین 

جابنشان نویس  هدهنده  بالا  است.  میانی  در صفحه    iجایی 

دهنده پنل کروی و ترتیب نشانباشد که به   cیا    sتواند  می

,𝜉2 ای است.استوانه 𝜉1  ترتیب در بخش کروی به𝜃, 𝜑    و

,𝜃ای در بخش استوانه 𝑥 .است 

ها در کرنش  با توجه به تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول،

توان با استفاده از  نقطه دلخواه از پنل استوانه یا کروی را می

صورت رابطه  ها به های صفحه میانی و تغییرات انحناکرنش

 .درنظر گرفت 4
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(4 ) 

{
 
 

 
 
휀11
𝑖

휀22
𝑖

𝛾12
𝑖

𝛾13
𝑖

𝛾23
𝑖 }
 
 

 
 

= 

{
 
 

 
 
휀11
𝑖0

휀22
𝑖0

𝛾12
𝑖0

𝛾13
𝑖0

𝛾23
𝑖0}
 
 

 
 

+ 𝑧

{
 
 

 
 
𝜒11
𝑖

𝜒22
𝑖

𝜒12
𝑖

𝜒13
𝑖

𝜒23
𝑖 }
 
 

 
 

 

ای به  همچنین مقادیر کرنش در صفحه میانی پوسته استوانه

ای به فرم رابطه  و تغییرات انحنا در پنل استوانه  5فرم رابطه 

صورت خواهد بود. کرنش صفحه میانی در پنل کروی به   6

درنظر   8صورت رابطه  در این پنل به   و تغییرات انحنا  7رابطه  

 شود.  گرفته می

(5 ) 
{
 
 

 
 
휀11
𝑐0

휀22
𝑐0

𝛾12
𝑐0

𝛾13
𝑐0

𝛾23
𝑐0}
 
 

 
 

= 

{
 
 

 
 
휀𝑥𝑥
0

휀𝜃𝜃
0

𝛾𝑥𝜃
0

𝛾𝑥𝑧
0

𝛾𝜃𝑧
0 }
 
 

 
 

=

{
 
 
 

 
 
 

𝑢0,𝑥
𝑣0,𝜃
𝑅
+
𝑤0
𝑅

𝑢0,𝜃
𝑅

+ 𝑣0,𝑥

𝑤0,𝑥 + 𝛽𝑥
𝑤0,𝜃
𝑅

−
𝑣0
𝑅
+ 𝛽𝜃}

 
 
 

 
 
 

 

(6 ) 

{
 
 

 
 
𝜒11
𝑐

𝜒22
𝑐

𝜒12
𝑐

𝜒13
𝑐

𝜒23
𝑐 }
 
 

 
 

= 

{
 
 

 
 
𝜒𝑥𝑥
𝜒𝜃𝜃
𝜒𝑥𝜃
𝜒𝑥𝑧
𝜒𝜃𝑧}

 
 

 
 

=

{
  
 

  
 

𝛽𝑥,𝑥
𝛽𝜃,𝜃
𝑅

𝛽𝑥,𝜃
𝑅

+ 𝛽𝜃,𝑥

0
0 }

  
 

  
 

 

(7 ) 

{
 
 

 
 
휀𝜑𝜑
0

휀𝜃𝜃
0

𝛾𝜑𝜃
0

𝛾𝜑𝑧
0

𝛾𝜃𝑧
0 }
 
 

 
 

=

{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝑢0,𝜑

𝑅
+
𝑤0
𝑅

𝑣0,𝜃
𝑅sin(𝜑)

+
𝑢0
𝑅
cot(𝜑) +

𝑤0
𝑅

𝑣0,𝜑

𝑅
+

𝑢0,𝜃
𝑅sin(𝜑)

−
𝑣0
𝑅
cot(𝜑)

𝑤0,𝜑

𝑅
+ 𝛽𝜑 −

𝑢0
𝑅

𝑤0,𝜃
𝑅sin(𝜑)

−
𝑣0
𝑅
+ 𝛽𝜃 }

 
 
 
 

 
 
 
 

 

(8 ) 

{
 
 

 
 
𝜒𝜑𝜑
𝜒𝜃𝜃
𝜒𝜑𝜃
𝜒𝜑𝑧
𝜒𝜃𝑧}

 
 

 
 

=

{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝛽𝜑,𝜑

𝑅
𝛽𝜃,𝜃

𝑅sin(𝜑)
+
𝛽𝜑

𝑅
cot(𝜑)

𝛽𝜃,𝜑

𝑅
+

𝛽𝜑,𝜃

𝑅sin(𝜑)
−
𝛽𝜃
𝑅
cot(𝜑)

0
0 }

 
 
 
 

 
 
 
 

 

ذکر شده   روابط  , 𝑥,( )در  ( ),𝜃 , ( ),𝜑    بیانگر به ترتیب 

,𝑥مشتق نسبت به متغیرهای مستقل   𝜃, 𝜑   هستند. در مواد

رابطه    9الاستیک خطی، رابطه بین تنش و کرنش مطابق 

 شود. بندی میفرمول 

(9 ) {
 
 

 
 
𝜎11
𝑖

𝜎22
𝑖

𝜏12
𝑖

𝜏13
𝑖

𝜏23
𝑖 }
 
 

 
 

= 

[
 
 
 
 
𝐶11
𝐶12
0
0
0

𝐶12 0 0
𝐶22 0 0
0
0
0

𝐶44
0
0

0
𝐶55
0

0
0
0
0
𝐶66]

 
 
 
 

{
 
 

 
 
휀11
𝑖

휀22
𝑖

𝛾12
𝑖

𝛾13
𝑖

𝛾23
𝑖 }
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صورت ضرایب سفتی کاهش یافته هستند که به   𝐶𝑖𝑗مقادیر 

 .شوندزیر محاسبه می

(10 ) 𝐶11 = 𝐶22 = 
𝐸

1 − 𝜐2 
 

(11 ) 𝐶12 = 
𝐸𝜐

1 − 𝜐2
 

(12 ) 𝐶44 = 𝐶55 = 𝐶66 = 
𝐸

2(1 + 𝜐)
 

استفاده   اصل همیلتون  از  معادلات  استخراج  برای  ادامه  در 

منتجهمی به فرم معادلات  شود. همچنین  تا    13های تنش 

رابطه    15 در  خواهند شد.  تصحیح    𝜅،  15محاسبه  ضریب 

درنظر گرفته    5/6  نسبت  برشی است که مقدار آن برابر با

 شود. می

گذاری  و سپس با جای  9در رابطه    8الی    4  با قرار دادن روابط

 های تنش، قابل محاسبه ، منتجه15تا  13در رابطه  9رابطه 

خواهد شد. همچنین   16بود و نتایج آن به فرم رابطه  خواهند  

ثابت  ضرایب  مذکور  معادله  𝐴𝑖𝑗در   , 𝐵𝑖𝑗 , 𝐷𝑖𝑗 مطابق   

  شوند. به کمک ضرایب ماتریس سفتی محاسبه می  17رابطه  

(13 ) {

𝑀11
𝑖

𝑀22
𝑖

𝑀12
𝑖

} = ∫ 𝑧{

𝜎11
𝑖

𝜎22
𝑖

𝜏12
𝑖

}𝑑𝑧
+ℎ/2

−ℎ/2 

 

(14 ) {

𝑁11
𝑖

𝑁22
𝑖

𝑁12
𝑖

} = ∫ {

𝜎11
𝑖

𝜎22
𝑖

𝜏12
𝑖

}𝑑𝑧
+ℎ/2

−ℎ/2 

 

(15 ) 

{
𝑄13
𝑖

𝑄23
𝑖
} = ∫ 𝜅 {

𝜏13
𝑖

𝜏23
𝑖
}𝑑𝑧

+ℎ/2

−ℎ/2 

 

{

𝑁11
𝑖

𝑁22
𝑖

𝑁12
𝑖

}

= [
𝐴11
𝐴12
0

𝐴12
𝐴22
0

0
0
𝐴11

𝐵11
𝐵12
0

𝐵12
𝐵22
0

0
0
𝐵66

]

{
  
 

  
 
휀11
𝑖0

휀22
𝑖0

𝛾12
𝑖0

𝜒11
𝑖

𝜒22
𝑖

𝜒12
𝑖 }
  
 

  
 

 

{

𝑀11
𝑖

𝑀22
𝑖

𝑀12
𝑖

}

= [
𝐵11
𝐵12
0

𝐵12
𝐵22
0

0
0
𝐵66

𝐷11
𝐷12
0

𝐷12
𝐷22
0

0
0
𝐷66

]

{
  
 

  
 
휀11
𝑖0

휀22
𝑖0

𝛾12
𝑖0

𝜒11
𝑖

𝜒22
𝑖

𝜒12
𝑖 }
  
 

  
 

 

(16 ) {
𝑄13
𝑖

𝑄23
𝑖
} = [

𝜅𝐴44 0
0 𝜅𝐴55

] {
𝛾13
𝑖0

𝛾23
𝑖0
} 

(17 ) {

𝐴𝑖𝑗
𝐵𝑖𝑗
𝐷𝑖𝑗

} = ∫ {

𝐶𝑖𝑗
𝑧𝐶𝑖𝑗

𝑧2𝐶𝑖𝑗

}𝑑𝑧
+ℎ/2

−ℎ/2 

 

در ادامه برای استخراج معادلات، از اصل همیلتون استفاده 

ترتیب  به   𝑈و    𝐾است که در آن    18کنیم که مطابق رابطه  می

بیانگر انرژی جنبشی و پتانسیل سیستم هستند. روابط انرژی  

به پتانسیل  و  روابط  جنبشی  در  شده   20و    19ترتیب  ارائه 

دهنده مشتق نسبت نشان ̇( )است. در رابطه انرژی جنبشی  

 به زمان است.

(18 ) 𝛿∫ (𝐾𝑖 − 𝑈𝑖)𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1 

= 0 

(19 ) 

∫ 𝛿𝐾𝑖𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1 

= ∫ ∭𝜌(�̇�𝑖𝛿�̇�𝑖
𝑡2

𝑡1 

+ �̇�𝑖𝛿�̇�𝑖 
+�̇�𝑖𝛿�̇�𝑖 + �̇�1

𝑖𝛿�̇�1
𝑖 + �̇�2

𝑖𝛿�̇�2
𝑖)𝑑𝑉𝑑𝑡

=  0 

(20 ) 

∫ 𝛿𝑈𝑖𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1 

= ∫ ∭(𝜎11
𝑖 𝛿휀11

𝑖
𝑡2

𝑡1 

+ 𝜎22
𝑖 𝛿휀22

𝑖

+ 𝜏12
𝑖 𝛿𝛾12

𝑖  
+ 𝜏13

𝑖 𝛿𝛾13
𝑖 + 𝜏23

𝑖 𝛿𝛾23
𝑖 )𝑑𝑉𝑑𝑡 =  0 

های فوق، معادلات حاکم بر سیستم برای  با محاسبه انتگرال 

 خواهد بود. 25تا   21صورت روابط ای بهپنل استوانه 

(21 ) 𝑁𝑥𝑥,𝑥
𝑐 + 

𝑁𝑥𝜃,𝜃
𝑐

𝑅
=  𝐼1�̈�0

𝑐 + 𝐼2�̈�𝑥
𝑐 

(22 ) 𝑁𝜃𝜃,𝜃
𝑐

𝑅
+ 𝑁𝑥𝜃,𝑥

𝑐 +
𝑄𝜃𝑧
𝑐

𝑅
= 𝐼1�̈�0

𝑐 + 𝐼2�̈�𝜃
𝑐 

(23 ) 𝑄𝑥𝑧,𝑥
𝑐 + 

𝑄𝜃𝑧,𝜃
𝑐

𝑅
−
𝑁𝜃𝜃
𝑐

𝑅
=  𝐼1�̈�0

𝑐 
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(24 ) 𝑀𝑥𝑥,𝑥
𝑐 + 

𝑀𝑥𝜃,𝜃
𝑐

𝑅
− 𝑄𝑥𝑧

𝑐

= 𝐼2�̈�0
𝑐 + 𝐼3�̈�𝑥

𝑐 

(25 ) 
𝑀𝜃𝜃,𝜃
𝑐

𝑅
+ 𝑀𝑥𝜃,𝑥

𝑐 − 𝑄𝜃𝑧
𝑐

= 𝐼2�̈�0
𝑐 + 𝐼3�̈�𝜃

𝑐 

  30تا    26صورت روابط  معادلات حاکم برای پنل کروی به

 خواهد بود.

(26 ) 

𝑁𝜑𝜑,𝜑
𝑠

𝑅
+ 

𝑁𝜑𝜃,𝜃
𝑠

𝑅sin(𝜑)
+
𝑁𝜑𝜑
𝑠 −𝑁𝜃𝜃

𝑠

𝑅
cot(𝜑)  

+
𝑄𝜑𝑧
𝑠

𝑅
= 𝐼1�̈�0

𝑠 + 𝐼2�̈�𝜑
𝑠  

(27 ) 

𝑁𝜃𝜃,𝜃
𝑠

𝑅sin(𝜑)
+ 

𝑁𝜑𝜃,𝜑
𝑠

𝑅
+ 2

𝑁𝜑𝜃
𝑠

𝑅
cot(𝜑)  

+
𝑄𝜃𝑧
𝑠

𝑅
= 𝐼1�̈�0

𝑠 + 𝐼2�̈�𝜃
𝑠 

(28 ) 

𝑄𝜑𝑧,𝜑
𝑠

𝑅
+ 

𝑄𝜃𝑧,𝜃
𝑠

𝑅sin(𝜑)
−
𝑁𝜑𝜑
𝑠 +𝑁𝜃𝜃

𝑠

𝑅
 

+
𝑄𝜑𝑧
𝑠

𝑅
cot(𝜑) =  𝐼1�̈�0

𝑠  

(29 ) 

𝑀𝜑𝜑,𝜑
𝑠

𝑅
+ 

𝑀𝜑𝜃,𝜃
𝑠

𝑅sin(𝜑)

+
𝑀𝜑𝜑
𝑠 −𝑀𝜃𝜃

𝑠

𝑅
cot(𝜑) − 𝑄𝜑𝑧

𝑠

= 𝐼2�̈�0
𝑠 + 𝐼3�̈�𝜑

𝑠  

(30 ) 

𝑀𝜃𝜃,𝜃
𝑠

𝑅sin(𝜑)
+ 
𝑀𝜑𝜃,𝜑
𝑠

𝑅
+ 2

𝑀𝜑𝜃
𝑠

𝑅
cot(𝜑)

− 𝑄𝜃𝑧
𝑠

= 𝐼2�̈�0
𝑠 + 𝐼3�̈�𝜃

𝑠 

صورت زیر محاسبه  در روابط معادلات حاکم مقادیر اینرسی به

 خواهد شد. 

(31 ) {

𝐼1
𝐼2
𝐼3

} = ∫ 𝜌 {
1
𝑧
𝑧2
} 𝑑𝑧

+ℎ/2

−ℎ/2 

 

 . شرایط مرزی و پیوستگی 3

پنل  لبه  از  ها میدر چهار  مرزی    3توان هر یک  نوع شرط 

تکیه که  گیردار،  کرد  مشاهده  را  آزاد  و  ساده  روابط گاه 

 صورت تعریف خواهد شد. ریاضیاتی آن به

(32 ) 𝜃 = 𝜃0  یا  𝜃 =  𝜃1 , 𝜑0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜑1 

𝑢0 = 𝑣0 = 𝑤0 = 𝛽𝜑 = 𝛽𝜃 = 0 

(33 ) 𝜑 = 𝜑0  یا   𝜑 = 𝜑1 , 𝜃0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃1 

𝑢0 = 𝑣0 = 𝑤0 = 𝛽𝜑 = 𝛽𝜃 = 0 

 در پنل کروی: (C)  گاه ساده ی تکیهشرط مرز

(34 ) 𝜃 = 𝜃0  یا  𝜃 =  𝜃1 , 𝜑0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜑1 

𝑢0 = 𝑣0 = 𝑤0 = 𝛽𝜑 = 0 ,𝑀𝜃𝜃 = 0 

(35 ) 
𝜑 = 𝜑0  یا   𝜑 = 𝜑1 , 𝜃0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃1 

𝑢0 = 𝑣0 = 𝑤0 = 𝛽𝜃 = 0 ,𝑀𝜑𝜑 = 0 

 در پنل کروی:  (F)ی آزاد شرط مرز

(36 ) 
𝜃 = 𝜃0  یا  𝜃 =  𝜃1 , 𝜑0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜑1 

𝑁𝜃𝜃 = 𝑁𝜑𝜃 = 𝑀𝜃𝜃 = 𝑀𝜑𝜃 = 𝑄𝜃𝑧

= 0 

(37 ) 
𝜑 = 𝜑0  یا   𝜑 = 𝜑1 , 𝜃0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃1 

𝑁𝜑𝜑 = 𝑁𝜑𝜃 = 𝑀𝜑𝜑 = 𝑀𝜑𝜃 = 𝑄𝜑𝑧

= 0 

 ای: در پنل استوانه (C) شرط مرزی گیردار 

(38 ) 𝜃 = 𝜃0  یا  𝜃 =  𝜃1 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿 

𝑢0 = 𝑣0 = 𝑤0 = 𝛽𝑥 = 𝛽𝜃 = 0   

(39 ) 𝑥 = 𝑥   یا  0 = 𝐿 , 𝜃0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃1  

𝑢0 = 𝑣0 = 𝑤0 = 𝛽𝑥 = 𝛽𝜃 = 0 

 

 

 : ایاستوانه در پنل (S)  گاه ساده ی تکیهشرط مرز

(40 ) 𝜃 =  𝜃0    یا   𝜃 =  𝜃1 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿 

𝑢0 = 𝑣0 = 𝑤0 = 𝛽𝑥 = 0 ,𝑀𝜃𝜃 = 0 

(41 ) 𝑥 = 𝑥  یا  0 = 𝐿 , 𝜃0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃1 

𝑢0 = 𝑣0 = 𝑤0 = 𝛽𝜃 = 0 ,𝑀𝑥𝑥 = 0 

 ای: در پنل استوانه (F)ی آزاد شرط مرز

(42 ) 
𝜃 =  𝜃0    یا   𝜃 =  𝜃1 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿 

𝑁𝜃𝜃 = 𝑁𝑥𝜃 = 𝑀𝜃𝜃 = 𝑀𝑥𝜃 = 𝑄𝜃𝑧
= 0    

(43 ) 𝑥 = 𝑥   یا    0  =  𝐿 , 𝜃0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃1 
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𝑁𝑥𝑥 = 𝑁𝑥𝜃 = 𝑀𝑥𝑥 = 𝑀𝑥𝜃 = 𝑄𝑥𝑧
= 0   

شرط   5جایی و هشرط پیوستگی جاب 5در مرز اتصال دو پنل 

نیرو و ممان باید ارضا شوند که روابط  های پیوستگی منتجه

 .صورت زیر خواهد بود ریاضی آن به

 شرط جابجایی:  5

(44 ) 

𝑢0
𝑠 sin(𝜑1) − 𝑤0

𝑠 cos(𝜑1) = 𝑢0
𝑐 

𝑢0
𝑠 cos(𝜑1) − 𝑤0

𝑠 sin(𝜑1) = 𝑤0
𝑐 

𝑣0
𝑠 = 𝑣0

𝑐 
𝛽𝜑
𝑠 = 𝛽𝑥

𝑐 
𝛽𝜃
𝑠 = 𝛽𝜃

𝑐 

 ها: شرط منتجه نیرو و ممان  5

(45 ) 

𝑁𝜑𝜑
𝑠 sin(𝜑1) − 𝑄𝜑𝑧

𝑠 cos(𝜑1)

= 𝑁𝑥𝑥
𝑐      

𝑁𝜑𝜑
𝑠 cos(𝜑1) + 𝑄𝜑𝑧

𝑠 sin(𝜑1)

= 𝑄𝑥𝑧
𝑐      

𝑀𝜑𝜑
𝑠 = 𝑀𝑥𝑥

𝑐  
𝑁𝜑𝜃
𝑠 = 𝑁𝑥𝜃

𝑐  
𝑀𝜑𝜃
𝑠 = 𝑀𝑥𝜃

𝑐  

ها در شکل و پیوستگی نیرو و ممان  هاتصویرنحوه اتصال پنل 

 مشاهده است.قابل 2

 
های پوسته  شرایط پیوستگی نیرو و ممان. شماتیکی از 2شکل 

 ایاستوانه -کروی

لبهعلاوه در  که  مرزی  شرایط  پنلبر  تعریف های  قابل  ها 

درصورتی پنلهستند  بهکه  و ها  باشند  بسته  پوسته  صورت 

𝜃های  لبه = 𝜃و    0 = 2π  جای  هم قرار گیرند به  یرو

اعمال شروط مرزی ذکر شده باید از شروط سازگاری که در 

اند استفاده نمود. شروط سازگاری در پوسته کروی ادامه آمده 

𝜑0با فرض  ≤ 𝜑 ≤ 𝜑1  صورت زیر است. به 

(46 )  

𝑢0
𝑠(𝜑, 0, 𝑡) = 𝑢0

𝑠(𝜑, 2π, 𝑡) 
𝑣0
𝑠(𝜑, 0, 𝑡) = 𝑣0

𝑠(𝜑, 2π, 𝑡) 
𝑤0
𝑠(𝜑, 0, 𝑡) = 𝑤0

𝑠(𝜑, 2π, 𝑡) 
𝛽𝜑
𝑠 (𝜑, 0, 𝑡) = 𝛽𝜑

𝑠 (𝜑, 2π, 𝑡) 
𝛽𝜃
𝑠(𝜑, 0, 𝑡) = 𝛽𝜃

𝑠(𝜑, 2π, 𝑡) 
𝑁𝜑𝜑
𝑠 (𝜑, 0, 𝑡) = 𝑁𝜑𝜑

𝑠 (𝜑, 2π, 𝑡) 
𝑁𝜑𝜃
𝑠 (𝜑, 0, 𝑡) = 𝑁𝜑𝜃

𝑠 (𝜑, 2π, 𝑡) 
𝑀𝜑𝜑
𝑠 (𝜑, 0, 𝑡) = 𝑀𝜑𝜑

𝑠 (𝜑, 2π, 𝑡) 
𝑀𝜑𝜃
𝑠 (𝜑, 0, 𝑡) = 𝑀𝜑𝜃

𝑠 (𝜑, 2π, 𝑡) 
𝑄𝜑𝑧
𝑠 (𝜑, 0, 𝑡) = 𝑄𝜑𝑧

𝑠 (𝜑, 2π, 𝑡) 

0ای با فرض  همچنین شروط سازگاری در پوسته استوانه  ≤

𝑥 ≤ 𝐿  صورت زیر است. به 

(47 ) 

𝑢0
𝑐(𝜑, 0, 𝑡) = 𝑢0

𝑐(𝜑, 2π, 𝑡) 
𝑣0
𝑐(𝜑, 0, 𝑡) = 𝑣0

𝑐(𝜑, 2π, 𝑡) 
𝑤0
𝑐(𝜑, 0, 𝑡) = 𝑤0

𝑐(𝜑, 2π, 𝑡) 
𝛽𝑥
𝑐(𝜑, 0, 𝑡) = 𝛽𝑥

𝑐(𝜑, 2π, 𝑡) 
𝛽𝜃
𝑐(𝜑, 0, 𝑡) = 𝛽𝜃

𝑐(𝜑, 2π, 𝑡) 
𝑁𝑥𝑥
𝑐 (𝜑, 0, 𝑡) = 𝑁𝑥𝑥

𝑐 (𝜑, 2π, 𝑡) 
𝑁𝑥𝜃
𝑐 (𝜑, 0, 𝑡) = 𝑁𝑥𝜃

𝑐 (𝜑, 2π, 𝑡) 
𝑀𝑥𝑥
𝑐 (𝜑, 0, 𝑡) = 𝑀𝑥𝑥

𝑐 (𝜑, 2π, 𝑡) 
𝑀𝑥𝜃
𝑐 (𝜑, 0, 𝑡) = 𝑀𝑥𝜃

𝑐 (𝜑, 2π, 𝑡) 
𝑄𝑥𝑧
𝑐 (𝜑, 0, 𝑡) = 𝑄𝑥𝑧

𝑐 (𝜑, 2π, 𝑡) 

 . روش حل 4

کمک   تعمیمبه  دیفرانسیلی  مربعات  توان می  یافتهروش 

مشتقات مکانی موجود در معادلات حاکم و شرایط مرزی را  

چندجمله بسط  بسط  به  این  کرد.  تبدیل    برحسب ای 

میجاییجابه نوشته  سیستم  بههای  معادلات شود.  عبارتی 

معادله   دستگاه  یک  به  مسئله  بر  حاکم  جزئی  دیفرانسیل 

هارمونیک  با  سپس  شد.  خواهد  تبدیل  معمولی  دیفرانسیل 

دیفرانسیل  فرض   معادله  دستگاه  آن،  زمانی  بخش  کردن 

فرکانس طبیعی   برحسبمعمولی به دستگاه معادلات جبری  

 [25]  این روش اولین بار توسط شو شود.  سیستم تبدیل می

حرکت   معادلات  روش،  این  از  استفاده  با  شد.  داده  توسعه 

روابط   در  که  سیستم  بر  حاکم  بیان    30تا    21دیفرانسیلی 
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شوند. می  57دیل به معادلات جبری به فرم رابطه  اند، تبشده

های مستقلی  نخست برای حل به کمک این روش، بازه متغیر

کنیم. سپس  ست را شبکه بندی میا  آنها  برحسبکه مشتق  

دست آمده، ضرایب وزنی مورد نیاز برای آن  ه وسیله نقاط ببه

ها، بندی بازه متغیر کنیم. بهترین روش شبکهرا محاسبه می 

-گوس -در این پژوهش نیز استفاده شده است، چبیشف  که

تعریف خواهد    48نام دارد. فرمول آن به فرم رابطه    12لوباتو

 شد. 

(48 ) 𝑟𝑖 =
1 − cos (

𝑖−1

𝑁−1
)π

2
 , 𝑖

= 1, 2, … ,𝑁. 

,Φ(𝑥در صورت وجود تابع   𝑦)  های مستقل  که دارای متغیر

𝑥  و𝑦  است با توجه به روشGDQ  مشتق مرتبه   ترتیببه

n  ام نسبت به𝑥    و مشتق مرتبهm  ام نسبت به𝑦   صورت به

مشتق ترکیبی نسبت به  تعریف خواهد شد.   50و    49روابط  

𝑥   و𝑦   تعریف خواهد شد.  51صورت رابطه نیز به 

(49 )  

𝜕𝑛

𝜕𝑥𝑛
Φ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)

= ∑
𝐴𝑖𝑘
(𝑛)Φ𝑘𝑗   ;  𝑖 = 1,2,3,… ,𝑁𝑥      

                𝑗 = 1,2,3,… ,𝑁𝑦

𝑁𝑥

𝑘=1

 

(50 )  

𝜕𝑚

𝜕𝑦𝑚
Φ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)

=∑
𝐵𝑗𝑙
(𝑚)Φ𝑖𝑙    ;  𝑖 = 1,2,3,… ,𝑁𝑥      

                𝑗 = 1,2,3,… ,𝑁𝑦

𝑁𝑦

𝑙=1

 

(51 )  

𝜕𝑚+𝑛

𝜕𝑦𝑚𝜕𝑥𝑛
Φ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)

= ∑𝐴𝑖𝑘
(𝑛)

𝑁𝑥

𝑘=1

∑𝐵𝑗𝑙
(𝑚)Φ𝑘𝑙

𝑁𝑦

𝑙=1

 

𝑖 = 1,2,3,… ,𝑁𝑥    ,   𝑗 = 1,2,3,… ,𝑁𝑦 

𝐴𝑖𝑘در معادلات بالا  
(𝑛)    و𝐵𝑗𝑙

(𝑚)  ب وزنی روش  یضراGDQ 

تر طورکه پیشهستند. برای محاسبه این ضرایب وزنی همان

گذاری شود.  گفته شد نیاز است که دامنه تابع مورد نظر گره 

 52صورت روابط  به  48را با استفاده از رابطه    𝑦و    𝑥  جهات

 کنیم: بندی میگره 53و 

(52 ) 𝑥𝑖 =
1 − cos (

𝑖−1

𝑁𝑥−1
)π

2
 , 𝑖

= 1, 2, … ,𝑁𝑥 . 

(53 ) 𝑦𝑗 =
1 − cos (

𝑗−1

𝑁𝑦−1
)π

2
 , 𝑗

= 1, 2, … ,𝑁𝑦. 

ضراماتریس وزنی  یهای  معادلات    GDQب   56و  54با 

 شوند: تعریف می

(54 ) 𝐴𝑖𝑗
(1) =

𝐿(1)(𝑥𝑖)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)𝐿
(1)(𝑥𝑗)

 ,  

  𝑖, 𝑗 =  1, 2, … ,𝑁𝑥   and 𝑖 ≠ 𝑗. 

(55 ) 𝐿(1)(𝑥𝑗) =  ∏ (𝑥𝑗 − 𝑥𝑖)

𝑁𝑥

𝑖=1,𝑖≠𝑗

 

(56 ) 𝐵𝑖𝑗
(1) =

𝐺(1)(𝑦𝑖)

(𝑦𝑖 − 𝑦𝑗)𝐺
(1)(𝑦𝑗)

 ,    

 𝑖, 𝑗 =  1, 2, … ,𝑁𝑦  and 𝑖 ≠ 𝑗. 

(57 ) 𝐺(1)(𝑥𝑗) =  ∏ (𝑦𝑗 − 𝑦𝑖)

𝑁𝑦

𝑖=1,𝑖≠𝑗

 

ماتریس   درایه یهای ضرادر  به  هایب  روابط قطری  صورت 

 شوند: تعریف می 59و  58

(58 ) 

∑𝐴𝑖𝑗
(1) = 0

𝑁𝑥

𝑗=1

 ⟹  𝐴𝑖𝑖
(1)

= − ∑ 𝐴𝑖𝑗
(1)

𝑁𝑥

𝑗=1,𝑗≠𝑖

, 

𝑖, 𝑗 = 1, 2, … ,𝑁𝑥 

(59 ) 

∑𝐵𝑖𝑗
(1) = 0

𝑁𝑦

𝑗=1

 ⟹  𝐵𝑖𝑖
(1)

= − ∑ 𝐵𝑖𝑗
(1) ,

𝑁

𝑗=1,𝑗≠𝑖

 

𝑖, 𝑗 = 1, 2, … ,𝑁𝑦 



 

ش
عا

رت
و ا

ت 
صو

ي 
م

عل
ة 

ري
ش

ن
 

 /
ل

سا
  

م
ه

زد
وا

د
 / 

ة
ار

م
ش

 
ت 

س
بی

م
سو

و 
   / 

14
02

  
  /

ي 
عل

ی
فر

جع
غر 

ص
ا

  
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
..

 1
 

m
ec

h
_

m
a

g
@

y
a

h
o

o
.c

o
m

 

 

 

 



صورت دیفرانسیلی به مشتقات مراتب بالاتر در روش مربعات  

 زیر خواهد بود:

(60 ) [𝐴(𝑛)] = [𝐴(1)][𝐴(𝑛−1)]   

(61 ) [𝐵(𝑚)] = [𝐵(1)][𝐵(𝑚−1)] 

 . حل عددی5

بردن   بین  از  برای  مسئله،  بر  حاکم  معادلات  به  توجه  با 

های بخش  جاییهجاب  30تا    21های زمانی در معادلات  مشتق

 ، 62کروی را به فرم روابط 

(62 ) 

𝑢 = 𝑈(𝜑, 𝜃)e𝑖𝜔𝑡 
𝑣 = 𝑉(𝜑, 𝜃)e𝑖𝜔𝑡 
𝑤 = 𝑊(𝜑, 𝜃)e𝑖𝜔𝑡 
𝛽𝜑 = 𝐵𝜑(𝜑, 𝜃)e

𝑖𝜔𝑡 

𝛽𝜃 = 𝐵𝜃(𝜑, 𝜃)e
𝑖𝜔𝑡 

درنظر    63ها به فرم روابط  جاییهای جابو برای بخش استوانه 

 شود.گرفته می

(63 ) 

𝑢 = 𝑈(𝑥, 𝜃)e𝑖𝜔𝑡 
𝑣 = 𝑉(𝑥, 𝜃)e𝑖𝜔𝑡 
𝑤 = 𝑊(𝑥, 𝜃)e𝑖𝜔𝑡 
𝛽𝑥 = 𝐵𝑥(𝑥, 𝜃)e

𝑖𝜔𝑡 
𝛽𝜃 = 𝐵𝜃(𝑥, 𝜃)e

𝑖𝜔𝑡 

روی  معادلات  مکانی  دوم  و  اول  مرتبه  مشتقات  که 

شوند. سپس اعمال می 𝐵𝜃 و 𝑈، 𝑉 ، 𝑊، 𝐵𝑥، 𝐵𝜑های بخش

با استفاده از توابع وزنی حاصل از روش مربعات دیفرانسیلی  

مشتقمی مختلف توان  راستاهای  در  را  مکانی  های 

های مذکور،  سازی مشتقهسازی کرد. پس از گسستگسسته 

معادلات دیفرانسیلی سیستم به حالت یک دستگاه معادلات  

 تبدیل خواهد شد.  64جبری به فرم رابطه 

(64 ) 𝐾Δ = 𝜔2𝑀Δ 

ترتیب بیانگر ماتریس سفتی سیستم  به   Mو    K،  64ر رابطه  د

های  مجذور فرکانس  𝜔2و ماتریس جرم سیستم، همچنین  

های مربعی جرم و سفتی طبیعی سیستم هستند. ابعاد ماتریس

10𝑁2    خواهد بود کهN   معرف تعداد نقاط در هر یک از

,𝑥  و  𝜃جهات   𝜑    رابطه در  بیانگر    Δ،  64است. همچنین 

جاب مستقل  هبردار  متغیرهای  شامل  که  سیستم  در  جایی 

𝑈𝑠, 𝑉𝑠,𝑊𝑠 , 𝛽𝜑
𝑠 , 𝛽𝜃

𝑠    و کروی  بخش  در 

𝑈𝑐, 𝑉𝑐,𝑊𝑐 , 𝛽𝑥
𝑐, 𝛽𝜃

𝑐   استوانه بخش  است.  در  ای 

است. پس از    با درایه  10𝑁2برابر    Δطورکلی ابعاد بردار  به

افزار توان مسئله مقدار ویژه را در نرمبرقراری معادله بالا می

دست ههای طبیعی سیستم را بحل نمود و فرکانس   13متلب

ازآنجایی دآورد.  سازگاری  که  و  پیوستگی  مرزی،  شرایط  ر 

وجود ندارند در صورت   (𝑀)های مربوط به ماتریس جرم  ترم

  14صورت مستقیم، سیستم حالت تکیناعمال این شروط به 

های مسئله مقدار ویژه را غیردقیق خواهد  خواهد شد که پاسخ

توان معادلات کل سیستم را  کرد. برای رفع این مشکل، می 

 بازنویسی کرد. 65ی به فرم رابطه  سازپس از گسسته 

(65 ) 
[
𝐾𝑏𝑏 𝐾𝑏𝑑
𝐾𝑑𝑏 𝐾𝑑𝑑

] [
Δ𝑏
Δ𝑑
]

= 𝜔2 [
0 0
0 𝑀𝑑𝑑

] [
Δ𝑏
Δ𝑑
] 

ترتیب  به   𝑑و    𝑏های  های بالا زیرنویسدر ماتریس و بردار

نقاط    دهندهنشان به  هستند.  سیستم  داخلی  و  مرزی  نقاط 

مرزی شروط مرزی یا پیوستگی یا سازگاری گسسته شده و  

می اعمال  شده  گسسته  معادلات  داخلی  نقاط  با  به  شود. 

جداسازی معادلات مرزی و داخلی سیستم، مسئله مقدار ویژه  

 خواهد شد.  66صورت رابطه به

(66 ) (𝐾𝑑𝑑 − 𝐾𝑑𝑏(𝐾𝑏𝑏)
−1𝐾𝑏𝑑)Δ𝑑  

= 𝜔2𝑀𝑑𝑑Δ𝑑 

فرکانس نتیجه  گرفتن  در  درنظر  صفر  با  سازه  طبیعی  های 

 قابل محاسبه خواهد بود.  67رابطه 

(67 ) |(𝐾𝑑𝑑 − 𝐾𝑑𝑏(𝐾𝑏𝑏)
−1𝐾𝑏𝑑) − 𝜔

2𝑀𝑑𝑑| 

 سنجی. نتایج عددی و صحت6

پوسته  و  پنل  آزاد  ارتعاشات  حاضر  کرویتحقیق  - ی 

باستوانه متصل  بررسی  ه ای  را  ایزوتروپیک  جنس  با  هم 

مراجع  می نتایج  از  استفاده  با  نخست  و    [27-26]کند. 



 

ش
عا

رت
و ا

ت 
صو

ي 
م

عل
ة 

ري
ش

ن
 

 /
ل

سا
  

م
ه

زد
وا

د
 / 

ة
ار

م
ش

 
ت 

س
بی

م
سو

و 
   / 

14
02

  
  /

ي 
عل

ی
فر

جع
غر 

ص
ا

  
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
..

 1
 

m
ec

h
_

m
a

g
@

y
a

h
o

o
.c

o
m

 

 

 

 



آباکوس نرم مدل  15افزار  حاضر  درستی  تحقیق  سازی 

های مکانیکی  ویژگی،  1جدول    سنجی شده است. درصحت

 درنظر گرفته شده برای استخراج نتایج ارائه شده است.

 و پوسته مورد تحلیل  . مشخصات مکانیکی مرتبط با پنل1جدول 

 مقدار  واحد  خواص 

kg ی جرم یچگال
m3⁄  7800 

 GPa 210 مدول یانگ

 3/0 - ضریب پواسون

مشخصه پنلهمچنین  هندسی  در های  بررسی  مورد  های 

 صورت زیر تعریف شده است. پژوهش به

 کروی: پنل نیم 

(68 ) 𝜃0 = 0
° , 𝜃1 = 120

° 
𝜑0 = 30

° , 𝜑1 = 90
° 

 ای: استوانه پنل 

(69 ) 𝜃0 = 0
° , 𝜃1 = 120

° 

 کروی: پوسته نیم

(70 ) 𝜃0 = 0
° , 𝜃1 = 360

° 
𝜑0 = 30

° , 𝜑1 = 90
° 

 ای: پوسته استوانه 

(71 ) 𝜃0 = 0
° , 𝜃1 = 360

° 

 استوانه:-کرهپنل نیم 

(72 ) 𝜃0 = 0
° , 𝜃1 = 120

° 
𝜑0 = 30

° , 𝜑1 = 90
° 

 استوانه: -کرهپوسته نیم

(73 ) 𝜃0 = 0
° , 𝜃1 = 360

° 
𝜑0 = 30

° , 𝜑1 = 90
° 

روش های مذکور به نخست برای تحلیل ارتعاشات آزاد سازه

یافته، نیاز است که همگرایی تعداد مربعات دیفرانسیلی تعمیم

رو در نقاط درنظر گرفته شده را مورد بررسی قرار داد. ازاین 

برای   10نمودار همگرایی    7تا    3  هایشکل اول  فرکانس 

های مختلف ارائه شده است. شرط مرزی درنظر گرفته  حالت

تمام آنها  برای  مقدار شده  نتایج  این  در  است.  بوده  گیردار 

محاسبه شده است که در    74بعد به کمک رابطه  فرکانس بی

ترتیب بیانگر مدول یانگ، چگالی و ضریب به  𝜐و  𝐸 ،𝜌آن 

 اسون سازه هستند.پو

مشاهده است، پس از  دست آمده قابله طورکه از نتایج بهمان

به  و  مانده  ثابت  فرکانس  مقادیر  نقاط،  تعداد  خوبی افزایش 

صحت به  حال  است.  شده  فرکانس  همگرا  مقادیر  سنجی 

  6تا    2رو در جداول  استخراج شده پرداخته خواهد شد. ازاین

ب فرکانس  که مقادیر  به  آمده  مربعات دست  روش  مک 

تعمیم نرم دیفرانسیلی  با  و  یافته،  آباکوس  -26]  مراجعافزار 

 سنجی شده است. صحت [27

(74 ) 𝜔𝑁𝐷 =  𝜔𝑅√𝜌(1 − 𝜐
2)/𝐸 

 
و   2، شعاع 3به طول  ای. نمودار همگرایی پنل استوانه3شکل 

 2/0ضخامت 

 
 1/0و ضخامت  2به شعاع  . نمودار همگرایی پنل کروی4شکل 
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و   2، شعاع 3به طول  ای. نمودار همگرایی پوسته استوانه 5شکل 

 1/0ضخامت 

 
 2/0و ضخامت  2به شعاع  . نمودار همگرایی پوسته کروی6شکل 

 
،  2به طول  ایاستوانه -. نمودار همگرایی پوسته کروی7شکل 

 2/0و ضخمات   1شعاع 

مدل  نرمدر  با  )سازی  پوسته  المان  از  آباکوس  (  Shellافزار 

استفاده شده است. اندازه المان در   S8Rهشت گرهی به نام  

ها به بندیهای همگرایی گرهسازی پس از بررسیاین مدل 

انتخاب حلگر    005/0میزان   با  انتخاب شده است. درنهایت 

Frequency     از بخشLinear perturbation  توان می

کرویفرکانس ترکیبی  پوسته  طبیعی  راستوانه-های  ا  ای 

قابل ذکر است در این پژوهش، مقادیر شعاع و   دست آورد. هب

به با  ضخامت  برابر  پوسته   1/0و    1ترتیب  طول  و  متر 

 متر فرض شده است.  2ای برابر با استوانه

 

 

جداول  همان از  نتایج  قابل  6تا    2طورکه  است،  مشاهده 

یافته ه کمک روش مربعات دیفرانسیلی تعمیمدست آمده بهب

نتایج مرجع ذکر شبیهو   با  بسیار خوبی  آباکوس تطابق  ساز 

پیاده  همچنین  و  حاکم  معادلات  بنابراین  دارند.  سازی  شده 

 روش مورد استفاده به درستی انجام شده است. 

-C-Fتحت شرط مرزی  ای. فرکانس طبیعی پنل استوانه2جدول 

F-F (برحسب )هرتز 

 [26] آباکوس تحقیق حاضر  شماره مود
1 64/58 035/59 32/58 

2 98/90 022/92 62/98 

3 01/146 02/145 35/146 

4 05/231 8/232 72/230 

5 00/264 63/266 63/263 

6 84/278 12/279 56/278 

7 56/339 98/339 43/339 

8 52/430 91/427 81/430 

9 11/489 46/489 26/489 

10 13/511 9/513 3/511 

-C-C-Fتحت شرط مرزی  طبیعی پنل کروی. فرکانس 3جدول 

F (برحسب )هرتز 

 [27] آباکوس تحقیق حاضر  شماره مود
1 24/328 09/328 00/327 

2 37/460 28/460 79/458 

3 83/707 53/707 37/706 

4 75/886 50/886 00/885 

5 3/1043 18/1048 57/1047 

6 8/1273 43/1273 59/1272 
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7 3/1309 84/1308 62/1304 

8 1/1387 88/1386 57/1383 

9 0/1444 57/1443 29/1442 

10 0/1604 23/1603 92/1597 

 

 

 

 

-Cتحت شرط مرزی  ای. فرکانس طبیعی پوسته استوانه 4جدول 

F (برحسب  )هرتز 

 [26] آباکوس تحقیق حاضر  شماره مود
1 11/146 18/145 17/146 

2 11/146 18/145 17/146 

3 19/210 52/209 32/210 

4 19/210 52/209 32/210 

5 56/242 81/242 55/242 

6 56/242 81/242 55/242 

7 39/366 02/367 58/366 

8 39/366 02/367 58/366 

9 24/402 24/402 91/401 

10 23/412 05/409 36/412 

-Cای تحت شرط مرزی . فرکانس طبیعی پوسته استوانه 5جدول 

C (برحسب  )هرتز 

 [26] آباکوس تحقیق حاضر  شماره مود

1 16/360 50/359 36/360 

2 16/360 50/359 36/360 

3 70/375 19/375 86/375 

4 70/375 19/375 86/375 

5 99/462 29/463 29/463 

6 99/462 29/463 29/463 

7 50/523 64/523 55/523 

8 50/523 64/523 55/523 

9 12/646 01/648 56/646 

10 12/646 01/648 56/646 

 C-Fتحت شرط مرزی  . فرکانس طبیعی پوسته کروی6جدول 

 هرتز( برحسب)

 [27] آباکوس تحقیق حاضر  شماره مود

1 337/369 785/369 410/369 

2 337/369 785/369 410/369 

3 906/581 965/581 910/581 

4 906/581 965/581 100/581 

5 569/628 773/629 570/628 

6 569/628 773/629 570/628 

7 075/811 681/811 070/811 

8 983/888 297/889 980/888 

9 983/888 297/889 980/888 

10 812/965 810/966 750/965 

جداول   تمام  9تا    7در  مرزی  شرط  تحت  سازه  فرکانس   ،

  61فرضیات هندسی آن مطابق روابط  گیردار ارائه شده است.  

ترتیب همچنین مقادیر شعاع و ضخامت بهبوده است.    66تا  

متر    2ای برابر با   متر و طول پوسته استوانه   1/0و    1برابر با  

 فرض شده است. 

 هرتز(  برحسبای )هپنل استوان. فرکانس طبیعی 7جدول 

 خطا )%(  آباکوس تحقیق حاضر  شماره مود
1 61/485 40/486 16/0 

2 18/593 595/18 34/0 

3 06/777 89/776 02/0 

4 79/799 31/799 06/0 

5 44/875 97/872 28/0 

6 45/984 57/986 21/0 

7 62/1039 22/1047 73/0 

8 94/1062 42/1061 14/0 

9 11/1094 25/1094 01/0 

10 80/1252 58/1260 62/0 

 هرتز( برحسبپنل کروی ). فرکانس طبیعی 8جدول 

 خطا )%(  آباکوس تحقیق حاضر  شماره مود

1 715/1126 8/1126 008/0 

2 258/1182 3/1183 088/0 

3 154/1399 0/1404 345/0 

4 882/1430 7/1437 266/0 

5 075/1638 8/1644 409/0 

6 552/1682 1/1689 388/0 

7 880/1957 2/1968 524/0 

8 316/2147 1/2153 269/0 
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9 501/2165 2/2181 720/0 10 941/2377 8/2394 704/0 

 

 هرتز(  برحسبپوسته کروی ). فرکانس طبیعی 9جدول 

 خطا )%(  آباکوس تحقیق حاضر  شماره مود
1 841/1018 90/1018 006/0 

2 841/1018 90/1018 006/0 

3 780/1036 90/1035 085/0 

4 780/1036 90/1035 085/0 

5 962/1105 80/1106 076/0 

6 962/1105 80/1106 076/0 

7 617/1136 20/1135 125/0 

8 617/1136 20/1135 125/0 

9 758/1272 10/1277 340/0 

10 634/1308 60/1307 079/0 

کروی متصل  پوسته  و  پنل  تحلیل  به  ادامه  ای  استوانه–در 

کروی متصل  پنل  نخست  شد.  خواهد  ای  استوانه–پرداخته 

تحت شرایط مرزی مختلف مورد مطالعه قرار گرفته است. 

ب روش  هنتایج  کمک  به  آمده  دیفرانسیلی دست  مربعات 

سازی آباکوس مورد دست آمده از شبیهه یافته با مقادیر بتعمیم

در جداول   نتایج  و  گرفته  قرار  ارائه شده   11و    10مقایسه 

شود، نتایج  ده میمشاه  11و    10طورکه از جداول  همان  است.

 تطابق بسیار خوبی دارند. 

تحت شرط   ایاستوانه–پنل کروی . فرکانس طبیعی 10جدول 

 هرتز(  برحسب) C-C-F-Fمرزی 

 خطا )%(  آباکوس حاضر  تحقیق شماره مود
1 898/51 453/51 865/0 

2 45/93 062/93 417/0 

3 89/166 06/167 102/0 

4 32/244 76/244 18/0 

5 93/304 15/305 072/0 

6 14/357 12/357 005/0 

7 23/396 21/396 005/0 

8 41/506 38/506 006/0 

9 62/565 58/565 007/0 

10 31/599 44/599 022/0 

 

 

تحت شرط   ایاستوانه–پنل کروی . فرکانس طبیعی 11جدول 

 هرتز( برحسب)  C-C-C-Cمرزی 

 خطا )%(  آباکوس تحقیق حاضر  شماره مود
1 85/398 82/398 008/0 

2 31/555 26/555 009/0 

3 45/638 28/638 027/0 

4 35/701 96/700 056/0 

5 29/826 95/825 041/0 

6 14/857 14/857 0/0 

7 65/887 71/886 106/0 

8 02/907 00/905 22/0 

9 19/918 27/915 319/0 

10 78/993 58/997 381/0 

کروی متصل  پوسته  یک  شده  استوانه–سپس  بررسی  ای 

افزار آباکوس است. نخست مقادیر فرکانس آن به کمک نرم 

برای سه شرط مرزی مختلف، دو سرگیردار، یک سرگیردار و  
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گیردار مورد بررسی قرار گرفته و نتایج مربوط  -گاه سادهتکیه

تا   12ارائه شده است. در جداول   14تا   12به آن در جداول 

  1/0و ضخامت    1، شعاع  2ای برابر با  ، طول پوسته استوانه 14

متر فرض شده و بقیه فرضیات هندسی آن با توجه به روابط  

بوده است. برای میزان تفاوت فرکانس پوسته متصل    68-73

فرکانس اول آنها در    10تحت شرایط مرزی مختلف، مقادیر  

 رسم شده است.  8شکل 

شکل  همان از  جداول    8طورکه  همچنین  نیز    14تا    12و 

یک  قابل مرزی  شرط  در  فرکانس  مقادیر  است،  مشاهده 

سرگیردار از دو شرط دیگر کمتر است. در دو شرط دیگر، دو 

مقادیر  -گاه سادهسرگیردار و تکیه اول    10گیردار،  فرکانس 

نزدیک به یکدیگر بوده اما مقادیر شرط مرزی دو سرگیردار  

 مقداری از آن بیشتر بوده است.

تحت شرط   ایاستوانه–پوسته کروی. فرکانس طبیعی 12جدول 

 هرتز( برحسب) C-Fمرزی 

 خطا )%(  آباکوس تحقیق حاضر  شماره مود
1 61/153 30/153 196/0 

2 61/153 30/153 196/0 

3 01/210 79/209 1/0 

4 01/210 79/209 1/0 

5 53/281 25/281 099/0 

6 53/281 25/281 099/0 

7 01/304 82/303 0625/0 

8 56/312 82/312 083/0 

9 56/312 82/312 083/0 

10 21/412 11/412 024/0 

ای تحت شرط  استوانه–پوسته کروی. فرکانس طبیعی 13جدول 

 هرتز( برحسب) C-Cمرزی 

 خطا )%(  آباکوس تحقیق حاضر  شماره مود

1 01/263 71/262 114/0 

2 01/263 71/262 114/0 

3 967/282 94/281 364/0 

4 967/282 94/281 364/0 

5 545/347 94/348 4/0 

6 545/347 94/348 4/0 

7 143/413 20/412 229/0 

8 143/413 20/412 229/0 

9 066/430 33/434 982/0 

10 531/525 84/523 323/0 

تحت شرط   ایاستوانه–پوسته کروی. فرکانس طبیعی 14جدول 

 هرتز( برحسب) C-Sمرزی 

 خطا )%(  آباکوس تحقیق حاضر  شماره مود
1 63/262 30/262 13/0 

2 63/262 30/262 13/0 

3 89/282 87/281 36/0 

4 89/282 87/281 36/0 

5 82/346 52/347 20/0 

6 82/346 52/347 20/0 

7 12/413 18/412 26/0 

8 12/413 18/412 26/0 

9 07/430 45/431 32/0 

10 47/525 75/523 33/0 
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 ای تحت شرایط مرزی مختلفاستوانه –. نمودار تغییرات فرکانس پوسته متصل کروی8شکل 

ثیرگذار بر فرکانس طبیعی نیز  أدر ادامه سه پارامتر هندسی ت

عبارتی فرکانس طبیعی سازه مطالعه قرار گرفته است. بهمورد  

متصل را برای طول، ضخامت و شعاع مختلف مورد بررسی 

ارائه شده    11تا    9های  قرار گرفته است و نتایج آن در شکل

به نمودارها  این  در  موجود  نتایج  تقارن  است.  وجود  دلیل 

  5 و 3، 1هندسی در پوسته درنظر گرفته شده، تنها مودهای 

دقیقا برابر با    6و    4،  2رسم شده است و تغییرات مودهای  

نظر  خواهد بود. بنابراین از ارائه آن صرف  5و    3،  1مودهای  

  شده است.

کروی متصل  پوسته  یک  برای  به  استوانه-حال  ای 

، تغییرات ضخامت متر  2و طول    1های هندسی شعاع  ویژگی

آن در    فرکانس مورد مطالعه قرار گرفته و نتایج  برحسبآن  

ب  9شکل   نتایج  به  توجه  با  است.  شده  آمده، ه ارائه  دست 

توان دریافت که با افزایش ضخامت سازه متصل، میزان می

به   3هر   است.  یافته  افزایش  نیز  آن  که  طوریفرکانس 

 1/ 584، تقریبا 2/0فرکانس طبیعی اول سازه برای ضخامت 

بوده  متر    05/0برابر فرکانس طبیعی اول در ضخامت برابر  

 است. 

 
ای  استوانه-. نمودار تغییرات فرکانس پوسته متصل کروی 9شکل 

 متر تحت تغییرات ضخامت

شکل   در  طبیعی  10همچنین  فرکانس  تغییرات   برحسب، 

ای رسم شده است. مقادیر  استوانه-طول پوسته متصل کروی

فرض شده  متر  1و  1/0ترتیب برابر با ضخامت، شعاع آن به

 است.  

 

 

قابل همان شده  گزارش  نتایج  از  با  طورکه  است  مشاهده 

ای، مقادیر فرکانس پوسته متصل  افزایش طول پوسته استوانه 

بهمی  کاهش آطورییابد.  پنجم  طبیعی  فرکانس  با که  ن 

درصد کاهش   2413/69متر،    2/3به    5/0افزایش طول از  

 یافته است. 

 
– . نمودار تغییرات فرکانس پوسته متصل کروی10شکل 

 متر ای تحت تغییرات طولاستوانه

ت کرویأمیزان  متصل  پوسته  روی  بر  شعاع  تغییرات  -ثیر 

ارائه    11، در شکل  متر  1/0و ضخامت    2ای به طول  استوانه

همان است.  قابل شده  نیز  شکل  در  است، طورکه  مشاهده 

کاهش  یابد باعث که شعاع پوسته مذکور افزایش میهنگامی

بهفرکانس  مقادیر شد.  خواهد  سازه  فرکانس  طوریهای  که 

از   شعاع  افزایش  با  آن  پنجم  متر،    2/3به    5/0طبیعی 

 درصد کاهش یافته است.  1114/71

ای استوانه  -برای درک بهتر رفتار پنل و پوسته متصل کروی

ا از  ه، شکل مود آن متر  2و طول    1/0، ضخامت  1به شعاع  

است.نرم استخراج شده  آباکوس  مرزی  ازاین  افزار  رو شرط 
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C-C-F-F  ای پنل متصل و همچنین شرط مرزی یک بر

در   است.  شده  گرفته  درنظر  متصل  پوسته  برای  سرگیردار 

و شکل مود پوسته    12نتیجه شکل مود پنل آن مطابق شکل  

 بوده است. 13ای نیز مطابق شکل استوانه–متصل کروی

 
– . نمودار تغییرات فرکانس پوسته متصل کروی11شکل 

 متر  ای تحت تغییرات شعاعاستوانه

 گیری . نتیجه7

کاربرد از  تعمیمیکی  دیفرانسیلی  مربعات  روش  یافته های 

مشتقگسسته  دیفرانسیلی سازی  معادلات  دستگاه  در  ها 

است که در پژوهش حاضر از این روش استفاده   هموابسته به

شکل    است. با استفاده از فرضیات دانل و تئوری تغییر  شده

به  و  اول  مرتبه  معادلات برشی  همیلتون  اصل  کارگیری 

پنل بر سیستم  متصل استوانه-های کرویحرکت حاکم  ای 

شدهبه استخراج  شروط    هم  و  مختلف  مرزی  شروط  است. 

راحتی با استفاده  رنظر گرفته شده به پیوستگی بین دو پنل د

سازی شده و گسسته   یافتهاز روش مربعات دیفرانسیلی تعمیم

از  استفاده  صورت  در  است.  شده  اعمال  سیستم  به  سپس 

به بعدی  دو  دیفرانسیلی  مربعات  باقی روش  مجهول  علت 

ای در پنل استوانه   𝜃 و  𝑥ها در هر دو بعد )جاییهماندن جاب

علاوهد   𝜃 و  𝜑و   کروی(  پنل  آزاد  ر  ارتعاشات  بررسی  بر 

های با دوران کمتر  ها )پوستهتوان پنل های کامل میپوسته

گسسته   360از   از  پس  کرد.  بررسی  نیز  را  سازی  درجه( 

صورت مسئله  توان معادلات جبری حاصل را بهمشتقات، می

فرکانس و  نمود  حل  ویژه  پوسته مقدار  و  پنل  طبیعی  های 

سنجی نتایج با  را استخراج کرد. پس از صحتهم  متصل به 

افزار آباکوس و مقالات معتبر موجود، نتایج عددی جدید نرم

گزارش   جدید  سازگاری  و  پیوستگی  و  مرزی  شروط  برای 

مزیت از  دیگر  یکی  دیفرانسیلی شدند.  مربعات  روش  های 

دیگر  به  نسبت  روش  این  بالای همگرایی  و سرعت  دقت 

مروش  المان  مانند  می ها  موضوع  این  است.  تواند حدود 

منجربه کاهش هزینه چشمگیر زمانی و محاسباتی شود.  در  

می دیفرانسیلی  مربعات  روش  کم  واقع  نقاط  تعداد  با  تواند 

پاسخی دقیق با درصد خطای کم را ارائه دهد. البته شروط  

تأثیرگذار   استفاده  مورد  نقاط  تعداد  روی  بر  مختلف  مرزی 

مرزی شرط  بود.  بیشتر   خواهد  پیپچیدگی  به  باتوجه  آزاد 

داده دیرترین سرعت همگرایی   نشان  داراست. همچنین  را 

پوسته  یا  پنل  ضخامت  که  استوانه شد  بخش  طول  ای، ها، 

شعاع بخش کروی و شرایط مرزی از جمله پارامتر های متأثر  

 در رفتار ارتعاشی سیستم هستند. 
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الف. شکل مود اول، پنل متصل  -12شکل 

 ایاستوانه -کروی
ب. شکل مود دوم، پنل متصل  -12شکل 

 ایاستوانه -کروی
پ. شکل مود سوم، پنل  -12شکل 

 ایاستوانه -متصل کروی

 
 

 

ت. شکل مود چهارم، پنل متصل  -12شکل 

 ایاستوانه -کروی

ث. شکل مود پنجم، پنل متصل  -12شکل 

 ایاستوانه -کروی

ج. شکل مود ششم، پنل  -12شکل 

 ایاستوانه -متصل کروی

 ایاستوانه-. شکل مودهای پنل متصل کروی12شکل 

 

   
 پ. شکل مود پنجم و ششم، -13شکل  ب. شکل مود سوم و چهارم -13شکل  الف. شکل مود اول و دوم، -13شکل 

   
 ج. شکل مود دهم و یازدهم،-13شکل  ث. شکل مود هشتم و نهم، -13شکل  ت. شکل مود هفتم،-13شکل 

 ایاستوانه -. شکل مودهای پوسته متصل کروی13شکل 



 

ش
عا

رت
و ا

ت 
صو

ي 
م

عل
ة 

ري
ش

ن
 

 /
ل

سا
  

م
ه

زد
وا

د
 / 

ة
ار

م
ش

 
ت 

س
بی

م
سو

و 
   / 

14
02

  
  /

ي 
عل

ی
فر

جع
غر 

ص
ا

  
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
..

 1
 

m
ec

h
_

m
a

g
@

y
a

h
o

o
.c

o
m

 

 

 

 



 . فهرست علائم 8

𝑢 
  در پوسته 𝑥جایی نقطه دلخواه در جهت  ه جاب

 در پوسته کروی 𝜑ای و استوانه 

𝑤  جایی نقطه دلخواه در جهت  جابه𝑧 

𝑢0 

جایی نقطه دلخواه صفحه میانی در  ه جاب
در پوسته   𝜑ای و پوسته استوانه ر د 𝑥جهت 
 کروی

𝑣0 
جایی نقطه دلخواه صفحه میانی در  ه جاب

 𝜃جهت 

𝑤0 
جایی نقطه دلخواه صفحه میانی در  ه جاب

 𝑧جهت 

𝛽𝑥   چرخش نرمال صفحه میانی حول محور𝑥 

𝛽𝜃   چرخش نرمال صفحه میانی حول محور𝜃 

𝛽𝜑   چرخش نرمال صفحه میانی حول محور𝜑 

휀  کرنش 

𝜎 تنش 

𝐴𝑖𝑗, 𝐵𝑖𝑗 , 𝐷𝑖𝑗  ضرایب ماتریس سفتی 

𝑁𝑖𝑗 , 𝑀𝑖𝑗 , 𝑄𝑖𝑗  های نیرو و گشتاورمنتجه 

𝐸 
 مدول الاستیسیته

 

𝜌  چگالی 

𝐿  ایطول پوسته استوانه 

𝑅  ایشعاع پوسته استوانه 

𝐼 ممان اینرسی 

𝛿 عملگر وریئشن 

ℎ  ضخامت پوسته و پنل 

𝜐 ضریب پواسون 

 جاییه بردار جاب ∆

𝐾  ماتریس جرم 

𝑀  ماتریس سفتی 

𝜔  فرکانس طبیعی 

𝑁  های چبیشوف تعداد گره 

𝜅 ضریب تصحیح برشی 
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