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  مقاله
  

 هاي سادهدندههاي تخمین سفتی درگیري در چرخروش
  

  زاده سریزديمریم قصاب
  استادیار

  پژوهشکده فناوري خودرو، دانشگاه صنعتی امیرکبیر
mghsaryazdi@aut.ac.ir 

  
  

  06/10/1395تاریخ دریافت: 
  

  25/07/1396تاریخ پذیرش: 
  

 چکیده

ر نوفه و پایش وضعیت بسیا ،منظور کنترل ارتعاشها بهدندهمطالعه رفتار دینامیکی و ارتعاشی چرخ
دنده است و ترین عوامل تحریک ارتعاشی در سیستم چرخیکی از مهم 1اهمیت دارد. سفتی درگیري

ها و با پذیري دندانهدرگیري تحت اثر انعطافتحقیقات زیادي جهت تخمین آن انجام شده است. سفتی 
کند. سفتی درگیري به سه روش تحلیلی، تجربی و صورت تناوبی تغییر میتغییر موقعیت خط تماس، به

هاي هاي تجربی محدود و دقت آنها مناسب نیست. اکثر روششود. کاربرد روشعددي محاسبه می
ود هاي تحلیلی و المان محدکنند. دقت روشگیري میدازهتجربی، سفتی درگیري را در حالت استاتیکی ان

دندانه، ایجاد یک مدل هندسی به دقت مدل هندسی وابسته است. به دلیل پیچیدگی منحنی اینولوت 
کند و عوامل بسیار سخت است. این مقاله تحقیقات مرتبط با تخمین سفتی درگیري را مرور می دقیق

  نماید.ثر بر آن را معرفی میؤم
  

  دنده ساده، سفتی درگیري، ارتعاشچرخواژگان کلیدي: 

. مقدمه1
دنده با هدف انتقال توان، تغییر گشتاور، هاي چرخسیستم

تغییر سرعت دورانی و در بعضی موارد تغییر جهت دوران در 
صنعت خودرو، روباتیک، هوافضا، صنایع مختلف مانند 

هاي آلات کشاورزي، صنعت باد (توربینتجهیزات و ماشین
  گیرند.هاي کنترلی مورد استفاده قرار میبادي) و سیستم

ها در صنایع مختلف، دندهبا توجه به گستردگی کاربرد چرخ
دنده همواره یکی از موضوعات هاي چرخسازي سیستممدل

با افزایش تقاضا براي افزایش ت. مورد توجه محققان اس

ها از اهمیت دندهآلات، تحلیل دینامیکی چرخسرعت ماشین
دنده با اهداف شود. سیستم چرخمیبیشتري برخوردار 

متفاوتی مانند تخمین عمر، تعیین ظرفیت انتقال بار، تعیین 
یابی و پایش وضعیت، بررسی قابلیت توزیع بار، طراحی، عیب

شود. سازي میارتعاش و نوفه مدل اطمینان و کنترل
دنده در اثر منابع خارجی مانند نوسانات گشتاور ارتعاشات چرخ

و سرعت ورودي و در اثر منابع داخلی مانند تغییرات تناوبی 
  شود. ایجاد می 2سفتی درگیري و خطاي انتقال
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هاي مهم پاسخ خطاي انتقال به عنوان یکی از مشخصه
طور گردد که بهدنده معرفی میدینامیکی سیستم چرخ

. به همین دلیل ]1[دهنده ارتعاش و نوفه است مستقیم نشان
مطالعه خطاي انتقال در اکثر تحقیقات مرتبط با دینامیک 

گیرد. خطاي انتقال برابر است دنده، مورد توجه قرار میچرخ
دنده خروجی با موقعیت با اختلاف بین موقعیت واقعی چرخ

تغییرات سفتی درگیري از . ]2[آل رگیري ایدهآن در شرایط د
اگر خطاي انتقال در  عوامل ایجاد خطاي انتقال است. 

گیري شود، به نام خطاي هاي پایین محاسبه یا اندازهسرعت
هاي بالا محاسبه یا انتقال استاتیکی و اگر در سرعت

گیري شود، به نام خطاي انتقال دینامیکی شناخته اندازه
  شود. می

با توجه به اینکه خطاي انتقال، تحت اثر مستقیم تغییرات 
سفتی درگیري است، تخمین سفتی درگیري از موضوعات 

دنده است، زیرا مهم در مطالعه دینامیک و ارتعاش چرخ
دنده تغییرات آن باعث تحریک پارامتري سیستم چرخ

ها دندهلازم به ذکر است فرایند درگیري در چرخشود. می
، به همین ]3[چیده و توضیح آن بسیار سخت است بسیار پی

ترین موضوع در دلیل محاسبه سفتی درگیري پیچیده
  .]4[دنده است دینامیک چرخ

ها از صد سال دندهمطالعه مسائل مرتبط با دینامیک چرخ
پیش آغاز شده و اولین بار توسط لویز و باکینگهام در دو مقاله 

ها سفتی درگیري را ثابت . در این مدل]5[مجزا مطرح شد 
تاپلین سفتی درگیري متغیر را  1950درنظر گرفتند. در سال 

مت وهاي مقا، از فرمول1983. کرنل در سال ]1[معرفی کرد 
مصالح براي محاسبه تغییر شکل دندانه استفاده کرد. او اثر 

پذیري محل خمش و برش دندانه، تماس هرتز و انعطاف
  .]1[در تغییر شکل درنظر گرفت اتصال دندانه به بدنه را 

هاي اولیه، سفتی درگیري را ثابت یا قطعه قطعه در مدل
ها سفتی درگیري را با گرفتند. در این مدلخطی در نظر می

صورت تحلیلی محاسبه هاستفاده از روابط مقاومت مصالح و ب

هایی مانند المان محدود کردند. در مطالعات بعدي روشمی
  ي تخمین سفتی درگیري پیشنهاد گردید.و انجام تست برا

هاي تخمین در این مقاله ابتدا سفتی درگیري تعریف و روش
شود. سپس کارهاي تحقیقاتی که سفتی درگیري معرفی می

با استفاده از روش تحلیلی، المان محدود و تجربی سفتی 
  گردند. اند، بررسی میدرگیري را تخمین زده

  سفتی درگیري. 2
هاي درگیر دو پذیري دندانهدرگیري، ناشی از انعطافسفتی 

استفاده از سفتی درگیري ثابت، از نقطه نظر دنده است. چرخ
مطالعه رفتار کلی دینامیکی ارزشمند است و تخمین خوبی از 

هاي تشدید و اثرات آنها بر عملکرد انتقال گشتاور فرکانس
نویز و  که موضوع اصلی تحقیق، بررسیدهد. ولی زمانیمی

دنده است، لازم است تغییرات سفتی ارتعاش سیستم چرخ
 دوران سفتی درگیري با گرفته شود.  نظر در درگیري

  کند.ها و تغییر موقعیت خط تماس تغییر میدندهچرخ
جایی و تغییر شکل دندانه در اثر تغییر شکل خمشی، هجاب

جایی هبرشی، محوري، تغییر شکل تماسی (محلی) و جاب
جایی دندانه هشود. جاباتصال دندانه به بدنه ایجاد می محل

  به مقدار گشتاور انتقالی و موقعیت خط تماس وابسته است. 
 تعداد جفت دندانه درگیردنده، با توجه به نسبت تماس دو چرخ

مناطق مختلف  1شکل کند. در یک سیکل درگیري تغییر می
تغییر در دهد. درگیري را در امتداد پروفیل دندانه نشان می
ترین و پایین 3تعداد جفت دندانه درگیر (در نقاط بالاترین

گردد. تغییر ناگهانی سفتی درگیري می ) باعث 4نقطه تماس
دنده ساده را چرخ یک جفت سفتی درگیري تغییرات 2شکل 

دهد. در این شکل سفتی در یک سیکل درگیري نشان می
 ]6[درگیري بر اساس روابط ارائه شده توسط کانگ و یانگ 

 محاسبه شده است.
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  ]7[مناطق مختلف درگیري . 1شکل 

  
 دندهچرخ دوران هیزاو حسب بر يریدرگ یتفس راتییتغ. 2شکل 

  )18 دندهچرخ دو هر دندانه تعداد ،مترمیلی 5 مدول(

در شرایط واقعی، خطاهاي ساخت و نصب مانند خطاي 
شود نامیزانی باعث میپروفیل، خطاي گام، خروج از مرکز و 

  آل متفاوت باشد.که سفتی درگیري نسبت به شرایط ایده

  هاي تخمین سفتی درگیريوش. ر3
شوند هایی که براي تخمین سفتی درگیري استفاده میروش
  بندي نمود:تقسیم توان به سه دستهرا می
  روش تحلیلی . 1
  روش المان محدود . 2
 روش تجربی . 3

  روش تحلیلی. 3-1
مت مصالح و یا وتحلیلی، به کمک روابط مقاهاي در روش

شود. در این جایی دندانه محاسبه میههاي انرژي جابروش
جایی خمشی، برشی، ههایی براي محاسبه جابروش فرمول

شود. به کمک تماسی و ... بر حسب هندسه و جنس ارائه می
این روابط، سفتی یک دندانه بر حسب موقعیت خط تماس 

  شود: محاسبه می

)1(  1
퐾

=
1

퐾
+

1
퐾

+
1

퐾
+

1
퐾

+
1

퐾
 

به ترتیب مربوط به  b، s ،a ،h ،rimهاي که در آن اندیس
جایی بدنه هجایی خمشی، برشی، محوري، تماسی و جابهجاب

  است.
با فرض اینکه دو دندانه درگیر، مشابه دو فنر سري عمل 

اي که یک جفت دندانه کنند، سفتی درگیري در منطقهمی
  شود:)، از رابطه زیر محاسبه می2شکل درگیر است (

)2(  
1

퐾
=

1
퐾

+
1

퐾
 

ام در نقطه درگیري iدنده سفتی دندانه چرخ 퐾که در آن 
اي که دو جفت دندانه درگیر است، سفتی است. در منطقه

  شود:رابطه زیر محاسبه میدرگیري از 
)3(  퐾 = 퐾 + 퐾  

به ترتیب سفتی درگیري جفت  퐾و  퐾که در آن 
  دندانه اول و دوم است.

جایی، دندانه همنظور محاسبه جابدر تحقیقات انجام شده به
هاي هندسی شکلصورت تیر مستطیلی، ذوزنقه، مثلثی یا به

تر مدل شده است. دقت روش تحلیلی به دقت مدل پیچیده
هندسی تیر وابسته است. در بعضی از تحقیقات ابتدایی از 

پذیري تغییر شکل ریشه دندانه (محل اتصال به بدنه)، انعطاف
نظر شده است. در حال حاضر بدنه و یا سفتی تماسی صرف

ثر را با دقت بالا تحلیلی کامل که همه فاکتورهاي مؤ مدل
  در نظر بگیرد موجود نیست.

صورت تیر دنده ساده را بهدندانه چرخ ]8[هانگ و همکاران 
تیموشینکو با مقطع متغیر مدل کردند و با استخراج معادلات 
حرکت، ماتریس سفتی تماسی را با در نظر گرفتن ارتعاش 
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طولی و خمشی محاسبه نمودند. در این مقاله اثر اتصال 
شود. ضریب سفتی این انه به بدنه، با یک فنر مدل میدند
بدنه  شود که می با این فرض محاسبه   فنر

صفحه الاستیک است. همچنین سفتی نیم جسم  یک 
تماسی که ناشی از تغییر شکل محلی در نقطه درگیري است، 

  شود.از روابط تحلیلی غیرخطی محاسبه می
با هدف مطالعه اثر ترك بر پاسخ دینامیکی  ]9[چن و شائو 
دنده و ردیابی آن، سفتی درگیري را با استفاده از سیستم چرخ

روش انرژي محاسبه کردند. سفتی خمشی، برشی و محوري 
 شوند:به ترتیب از روابط زیر محاسبه می

  

  
)4(  

1
퐾

=
(푥 cos 훼 − ℎ sin 훼 )

퐸퐼
푑푥 

1
퐾

=
1.2 cos 훼

퐺퐴
푑푥 

1
퐾

=
(sin 훼 )

퐸퐴
푑푥 

به ترتیب سطح مقطع و ممان اینرسی  xIو  xAکه در آن 
 3شکل در  훼و  d ،hدندانه است. پارامترهاي هندسی 

  اند.مشخص شده

  
  ]9[ ریمتغ مقطع با رداریسرگکی ریت صورتبه دندانه مدل .3شکل 

شود سفتی تماسی ثابت است و از در این مقاله فرض می
  :]9[شود رابطه زیر محاسبه می

)5(  퐾 =
휋퐸푊

4(1 − 푢 ) 

عرض  Wضریب پواسون و  uمدول یانگ،   Eکه در آن
دنده است. تغییر شکل محل اتصال دندانه به بدنه از چرخ

  شود: رابطه زیر محاسبه می

)6(  훿 =
퐹(cos 훼 )

푊퐸
[푐 푑 + 푐 푑

+ 푐 (tan 훼 ) + 푐 ] 

푑  مشخص شده است. روابط لازم براي محاسبه  3شکل در
  آمده است. ]9[در مرجع  icضرایب 

سنجی نتایج منظور صحتبه ]10[یشیلیورت و همکاران 
آزمایش مودال، به روش تحلیلی سفتی دندانه را تخمین زدند. 

نظر و شکل محوري و تماسی صرف تغییردر این تحقیق از 
سفتی دندانه در اثر خمش، برش و تغییر شکل بدنه محاسبه 

شود شده است. تغییر شکل بدنه از رابطه زیر محاسبه می
]10[:  
)7(  훿 =

12퐹 퐿
퐸푊ℎ

 

ضخامت دندانه در محل  ℎنیروي مماسی،  퐹که در آن 
  طول دندانه است. 퐿ریشه و 

  
 و مترمیلی 3 مدول( ساده دندهچرخ دندانه شکل رییتغ .4شکل 

  ]10) [30 دندانه تعداد
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 ساده دندهچرخ دندانه تعداد حسب بر دندانه کی یسفت .5شکل 

  ]10[ مدول مختلف ریمقاد يازا به

تغییر شکل دندانه را بر حسب موقعیت خط تماس در  4شکل 
دهد. تغییر شکل اثر برش، خمش و تغییر شکل بدنه نشان می

بدنه ثابت است و به موقعیت خط تماس وابسته نیست. تغییر 
از ریشه شکل خمشی و برشی با تغییر موقعیت خط تماس 

  یابد.به نوك دندانه افزایش می
تغییرات سفتی یک دندانه را بر حسب تعداد  5شکل 
دنده ساده و به ازاي مقادیر مختلف مدول هاي چرخدندانه

یابد دندانه، سفتی افزایش میدهد. با افزایش تعداد نشان می
شود زیرا شکل منحنی اینولوت به تیر مخروطی نزدیک می

یابد. افزایش مدول و تغییر شکل خمشی دندانه کاهش می
نیز باعث کاهش تغییر شکل بدنه و افزایش سفتی دندانه 

  شود.می
تغییر شکل محلی را با استفاده از  ]2[رینکون و همکاران 

مسئله دو بعدي  براي Weber-Banashek رابطه
جایی یک نقطه روي سطح همحاسبه کردند. در این مقاله جاب

قرار دارد، با فرض  hاي که در عمق دندانه نسبت به نقطه
  شود:اي از رابطه زیر محاسبه میکرنش صفحه

)8(  

훿 (푃)

=
2(1 − 푢 )

휋퐸
푃 ln

ℎ
퐿

+ 1 +
ℎ
퐿

−
푢

1 − 푢
ℎ
퐿

1 +
ℎ
퐿

− 1  

از رابطه زیر محاسبه  Lشدت بار است و  Pکه در آن 
  شود:می

)9(  퐿 =
4
휋

1 − 푢
퐸

+
1 − 푢

퐸
푃휌 

  و
)10(  휌 =

휌 휌
휌 +휌

 

لازم به ذکر است که تغییر شکل محلی و در نتیجه سفتی 
دارد تماسی رابطه غیرخطی با هندسه منطقه تماس و گشتاور 

محاسبات، منظور ساده کردن ولی در بسیاري از مقالات به
  کنند.سفتی درگیري را ثابت فرض می

جایی یک دندانه به کمک روابط ههاي تحلیلی، جابدر روش
شود. ریاضی محاسبه و سپس سفتی یک دندانه محاسبه می

دست ههاي درگیر، سفتی درگیري ببا ترکیب سفتی دندانه
آید. دقت این روش به دقت روابط ریاضی و فرضیات می

وابسته است و سفتی درگیري  ندسی دندانهمربوط به شکل ه
کند. مزیت این روش این صورت استاتیکی محاسبه میرا به

است که براي تخمین سفتی درگیري، فرمول صریح ریاضی 
توان اثر پارامترهاي مختلف را آید و به راحتی میدست میهب

 بر سفتی درگیري مطالعه نمود.

  روش المان محدود. 3-2
هاي المان محدود براي تخمین سفتی لاستفاده از مد

درگیري بسیار رایج است. اولین مرحله در این روش، ایجاد 
که پروفیل دندانه و طوريمدل هندسی مناسب است به

درستی مدل شود. خطا در دنده بهاتصال آن به بدنه چرخ
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شکل هندسی دندانه، منجر به خطا در تخمین سفتی درگیري 
  خواهد شد. 

ارائه شده در این زمینه، به دو روش سفتی درگیري مقالات 
دنده مدل اند. در روش اول، فقط یک چرخرا محاسبه کرده

شود و سفتی یک دندانه بر حسب زاویه دوران یا موقعیت می
گردد و سپس با ترکیب سفتی دو خط تماس محاسبه می

  شود. دندانه، سفتی درگیري محاسبه می
همزمان و با استفاده از  دنده چرخ هر دو  در روش دوم 

مدل و از روش شبه استاتیک استفاده  5هاي تماسالمان
شود. بعد از محاسبه سفتی درگیري در یک موقعیت، می

کند و در صورت یک جسم صلب دوران میدنده بهچرخ
گردد. در هر موقعیت جدید دوباره سفتی درگیري محاسبه می

هاي درگیر ندانهموقعیت درگیري، منطقه تماس بین د
هاي ریز استفاده شود. در این منطقه باید از المانمشخص می

کرد تا نتایج، دقت کافی داشته باشند. به همین دلیل زمان 
محاسبات با استفاده از مدل المان محدود تماس، نسبت به 

  ها بیشتر است.سایر روش
بعدي یا سه بعدي  توان از مدل دودنده میسازي چرخدر مدل

بعدي از تغییرات نیروي تماس در  استفاده نمود. در مدل دو
نظر و سفتی درگیري بر واحد دنده صرفامتداد عرض چرخ

هاي المان شود. تفاوت مدلدنده محاسبه میعرض چرخ
دنده، محدود در مقالات مختلف، در مدل کردن کل چرخ

  دنده و یک دندانه است. بخشی از چرخ
یک برنامه کامپیوتري براي  ]11[کارپات و همکاران 

دنده ساده توسعه دادند. این سازي بار دینامیکی چرخشبیه
برنامه بار دینامیکی، خطاي انتقال استاتیکی و گشتاور انتقالی 

کند. معادلات حرکت با در نظرگرفتن نیروي را محاسبه می
منظور شوند. بهتماسی و نیروي اصطکاك استخراج می

در هر موقعیت درگیري، سفتی  محاسبه نیروي تماسی
درگیري توسط مدل المان محدود محاسبه و به عنوان 

شود. در این مقاله به کمک مدل دو بعدي ورودي استفاده می
دنده با سه دندانه متوالی، سفتی یک دندانه محاسبه چرخ

نقطه وارد  5شود. نیرو در امتداد خط تماس به ترتیب در می
ها طوري در نظر شود. اندازه مشیو سفتی دندانه محاسبه م

هاي تماس هرتزین هم از شکل گرفته شده است که تغییر
تحلیل المان محدود قابل محاسبه باشد. پس از محاسبه 

سفتی درگیري ، 2 و 1 سفتی یک دندانه با استفاده از روابط
  شود.محاسبه می

دنده ساده را با استفاده از سفتی درگیري چرخ ]12[افوورك 
ل دو بعدي المان محدود تخمین زدند. در این مقاله فقط مد

نظر دنده صرفدنده مدل و از اثرات سفتی بدنه چرخیک چرخ
هاي مختلف، شده است. با اعمال نیرو به دندانه در موقعیت

جایی آن در راستاي خط تماس محاسبه و در نهایت هجاب
شود. در این مقاله سفتی سفتی یک دندانه محاسبه می

سه فنر نظر گرفتن  شود. با درمحاسبه می 4تماسی از رابطه 
دنده که به ترتیب معرف سفتی سري در نقطه تماس دو چرخ

شکل دنده هستند (دندانه پینیون، سفتی تماسی و سفتی چرخ
  شود. محاسبه می 2و  1)، سفتی درگیري از روابط 6

  
  ]12[ فنرهاي سري در امتداد خط تماس .6شکل 

دنده ساده را با سفتی درگیري چرخ ]13[دورعلی و سریزدي 
استفاده از مدل المان محدود سه بعدي تخمین زدند. در این 

شوند. صورت مجزا مدل میها بهدندهتحقیق هر یک از چرخ
فرض و ماتریس  6صورت یک میدان کاپاسیتیودندانه به

شود. در محاسبه ماتریس نرمی، آن محاسبه می 7نرمی
 فنرهاي مجازي در نودهاي مشخصی روي پروفیل دندانه در

هم متصل شود که پایه این فنرها بهنظر گرفته و فرض می
دهند. ماتریس و را تشکیل میهستند و یک میدان کاپاسیتی

دنده نرمی به کمک تحلیل المان محدود براي هر چرخ
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) 7شکل شود. سپس به کمک روش باندگراف (محاسبه می
سفتی درگیري و توزیع نیروي تماس براي هر موقعیت تماس 

هاي شود. مزیت این روش این است که تحلیلمحاسبه می
شود و از نظر حجم المان محدود بدون مدل تماس انجام می

ي و دورعلی شود. سریزدجویی میمحاسبات و زمان صرفه
بر اساس روش ارائه شده در مقاله قبل، اثر اندازه ترك  ]7[

سه بعدي در ریشه دندانه را بر سفتی درگیري و توزیع نیروي 
آل و درگیري با وجود تماس براي دو حالت درگیري ایده

  نامیزانی بررسی کردند.

  
  ]13[مدل باندگراف محاسبه سفتی درگیري  .7شکل 

با ارائه روشی جدید سفتی درگیري و نیروي  ]1[ پیمسارن
تر از بار سریع 2000تماس را محاسبه کرده است. این روش 

نام روش تخمین سفتی  همدل المان محدود تماس است و ب
معرفی شده است. در این روش ابتدا سطح  8بر مبناي تداخل

 شکلشود (تداخل دو جسم با فرض صلب بودن محاسبه می
). سپس با تعریف فنرهاي مجزا در نقاط تماس، سفتی 8

شود. ماکزیمم سفتی مربوط به فنري درگیري محاسبه می
دهد. فرض است که در موقعیت آن، ماکزیمم تداخل رخ می

شود سفتی سایر فنرها به نسبت میزان تداخل به تداخل می
  ماکزیمم با ماکزیمم سفتی تناسب دارد. 

جایی تعریف و هصورت نسبت نیرو به جابماکزیمم سفتی به
  شود.از تحلیل المان محدود محاسبه می

  
 ]1[ تداخل شبه روش .8 شکل

دنده شکل چرخ نیروي تماس و تغییر ]2[رینکون و همکاران 
ساده را محاسبه کردند. در این تحقیق تغییر شکل کلی 

جایی دندانه در اثر خمش و برش) از تحلیل المان ه(جاب
بعدي و تغییر شکل محلی نزدیک سطح تماس از  محدود دو

گردد. در تحلیل المان محدود، روابط تئوري هرتز محاسبه می
در یک موقعیت مشخص از یک دندانه،  با اعمال نیروي واحد

جایی تمام نقاط سطح آن دندانه و دندانه مجاور محاسبه هجاب
آید. سپس دست میهو به کمک آن ماتریس نرمی دندانه ب

 شود.می سفتی دندانه در هر موقعیت خط تماس محاسبه 
منظور حذف اثرات بار متمرکز، مدل المان محدود بخشی به 

تحلیل و با اثر مدل کامل  9شکل طابق از سطح دندانه م
   شود.دنده جمع میچرخ

  
  ]2[ یمحل مدل و یکل مدل شکل رییتغ بیترک .9شکل 
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اي جفت دندانه درگیر تغییر شکل زاویه  ]14[و همکاران  هی
استاتیکی المان محدود تماس محاسبه  را با استفاده از مدل

  کردند و سپس سفتی درگیري را از رابطه زیر تخمین زدند:

)11(  퐾 =
푁(푡)

푅 휃(푡)
 

شعاع دایره  bRنیروي تماسی (عمود بر دندانه)،  Nکه در آن 
  اي است.تغییر شکل زاویه θمبنا و 

منظور تحلیل مسئله تماس و برخورد به ]15[لین و همکاران 
ها از مدل سه بعدي المان محدود استفاده کردند. دندهچرخ

در این تحقیق با تعریف مختصات مرجع کلی و به کمک 
دنده ایجاد و موقعیت خط روابط هندسی، مدل سه بعدي چرخ

شود. در این تحقیق، مدل المان محدود سه تماس تعیین می
ت و دنده اسبعدي، شامل سه دندانه متوالی از پینیون و چرخ

ها صفر جایی و دوران گرههفرض شده در مقطع برش، جاب
). سفتی درگیري در حالت استاتیکی تحت اثر 10شکلاست (

شود، محاسبه دنده وارد میبار برشی که به سطح داخلی چرخ
بعد از محاسبه سفتی درگیري در یک موقعیت  گردد.می

ها، موقعیت دندهدرگیري مشخص، با فرض صلب بودن چرخ
  شود.بعدي خط تماس تعیین می

است شده  داده سازي توسعهمدل مقاله یک برنامه ایندر 
  دهد.صورت اتوماتیک انجام میبه را مراحل تمام که 

  
  ]15[ دنده با سه دندانهذاري مدل چرخگشرایط مرزي و بار .10شکل

سفتی درگیري  ]16[ بوش و همکارانشکیک
به کمک مدل پارامتري دو و سه  دنده ساده را چرخ		پیچشی 

بعدي المان محدود محاسبه کردند. مدل سه بعدي با هدف 
توسعه داده شده  9تحقیق در مورد بهبودهاي سطح دندانه

طور کامل مدل و محل دنده بهاست. در این تحقیق دو چرخ
ها به روش شود. تحلیلبندي میها با دقت مشتماس دندانه

موقعیت تماس سفتی  گردد. براي هرشبه استاتیک انجام می
دنده، موقعیت درگیري محاسبه و با فرض صلب بودن دو چرخ

شود. سفتی تکرار میها بعدي خط تماس تعیین و تحلیل
صورت نسبت گشتاور به خطاي انتقال درگیري پیچشی به

دهد که سفتی درگیري با شود. نتایج نشان میتعریف می
کند. گرچه سفتی دندانه و بدنه ثابت تغییر گشتاور تغییر می

صورت غیرخطی با گشتاور تغییر است ولی سفتی تماسی به
هاي المان محدود، ). با توجه به نتایج تحلیل11شکل کند (می

در این مقاله روابط ریاضی براي محاسبه سفتی دندانه، سفتی 
بدنه و سفتی تماسی پیشنهاد شده است که به کمک آنها 

د. نتایج توان سفتی درگیري را با دقت خوبی محاسبه نمومی
دهد که روابط ریاضی پیشنهاد شده و حالت خاص نشان می

  درصد اختلاف دارند. 10مدل المان محدود، ماکزیمم 

  
 یتماس یسفت و بدنه دندانه، یسفت بر گشتاور ریثأت .11شکل 

  ]16[ )فولاد :جنس ،6 :مدول و 23: ندانهد تعداد ،1 :لیتبد نسبت(

دنده پاسخ دینامیکی غیرخطی یک جفت چرخ ]17[پارکر 
ساده را با استفاده از مدل المان محدود به ازاي محدوده 
وسیعی از تغییرات دور و گشتاور محاسبه نمود. در این تحقیق 

دنده استفاده شده است. مشخصه اصلی از مدل دو بعدي چرخ
مدل این است که به کمک تحلیل منطقه تماس در هر گام 
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شود. در نزدیکی سطح یروي درگیري محاسبه میزمانی، ن
تماس از یک مدل نیمه تحلیلی و دور از آن از مدل المان 
محدود استفاده و سپس نتایج این دو مدل در سطح اشتراك، 

ها از ). به این ترتیب تحلیل12شکل شوند (بر هم منطبق می
  صرفه خواهد شد.نظر محاسباتی مقرون به

  
تحلیلی  ، حل نیمه G و  P نقطه دومتناظر با  تماس منطقه .12شکل 

  ]17[در منطقه داخلی و حل المان محدود در منطقه خارجی  

در روش مدل المان محدود، دقت نتایج به مدل هندسی و 
دنده توان چرخها وابسته است. در این روش میاندازه المان

جویی در زمان، صورت کامل مدل نمود یا براي صرفهرا به
دل کردن همزمان فقط سه دندانه متوالی را مدل کرد. گرچه م

دهد ولی هزینه آن زیاد تري میدنده، نتایج دقیقدو چرخ
  است. 

دست همحدود کامل باشد، نتایج ب  مدل المان که درصورتی
آمده دربرگیرنده تمام عوامل موثر بر سفتی درگیري است 

بر سفتی درگیري قابل تشخیص ولی اثر پارامترهاي مختلف 
هاي دندهمشخصات چرخ تغییر  با   این برعلاوه نیست.
  ها باید تکرار شود.سازي و تحلیلمدل درگیر، 

  هاي تجربیروش .3-3
منظور تخمین سفتی درگیري به روش تحقیقات انجام شده به

تجربی، محدود هستند زیرا تائید نتایج تجربی بسیار سخت 
از مرتبه  ها (حدودااست. به دلیل سفتی بالاي دندانه

10  N/m ،(دنده وارد شود نیروي بسیار بزرگی باید به چرخ

گیري باشد. در این شرایط، تا تغییر شکل دندانه قابل اندازه
دهند و مبنایی براي سایر تجهیزات آزمون نیز تغییر شکل می

  شکل وجود نخواهد داشت.  گیري تغییراندازه
با توجه به رابطه مستقیم خطاي انتقال و سفتی درگیري، 

هاي تجربی براي گیري خطاي انتقال یکی از روشاندازه
با انجام آزمون  ]18[تخمین سفتی درگیري است. مانرو 

، خطاي انتقال را به ازاي 10دندهاستاندارد پشت به پشت چرخ
گیري و دامنه و دنده، اندازهمقادیر مختلف بار وارد به چرخ

متوسط خطاي انتقال را محاسبه نمود. سپس با مقایسه 
هاي تجربی و روابط تئوري، سفتی درگیري را تخمین داده

  زده است.
توان سفتی دندانه را تخمین زد. به کمک آزمون مودال می

توجه به این نکته ضروري است که به دلیل بالا بودن 
پذیر سادگی امکانگیري سفتی بهفرکانس طبیعی، اندازه

ر نیست. تحقیقات انجام شده با این روش، اثر سایش را ب
 ]10[اند. یشیلیورت کاهش سفتی درگیري بررسی کرده

کاهش سفتی درگیري را در اثر سایش با انجام آزمایش 
  مودال تخمین زد. 

تقریبی  -در این مقاله ابتدا سفتی یک دندانه با روابط تحلیلی
شود. همچنین فرکانس اول یک دندانه با مدل محاسبه می
اي با استفاده از لهصورت ترکیبی از تیرهاي پکردن آن به

گردد. براي انجام آزمایش روش انرژي ریلی محاسبه می
شود دنده در یک قاب ثابت می، چرخ13شکل مودال، مطابق 

کند. با تحریک مجموعه و پیچ بالایی به آن پیش بار وارد می
شود. استفاده از گیري میتوسط چکش، پاسخ فرکانسی اندازه

ش این مجموعه باعث اضافه شدن جرم به نوك دندانه و کاه
قابل 	که در محدوده طوريشود، بهفرکانس طبیعی می

جا شدن قله هگیرد. عیب سایش باعث جابگیري قرار میاندازه
شود. پاسخ فرکانسی از آزمایش به ازاي پاسخ فرکانسی می

دست ههاي بگیري و با پاسخمقادیر مختلف سایش اندازه
تخمین آمده از تئوري مقایسه و اثر سایش بر سفتی درگیري 
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دنده دوار شود. واضح است که این تست براي چرخزده می
  قابل استفاده نیست. 

  
  ]10[ دندهیک چرخ مودال ونآزم .13شکل 

نیز براي بررسی اثر سایش بر سفتی  ]19[آمارناث و همکاران 
استفاده کردند. در  ]10[درگیري از روش پیشنهادي مرجع 

این تحقیق همچنین اثر ضخامت فیلم روغن و دماي آن بر 
شود. بدین منظور از آزمون دنده بررسی میسایش چرخ

دنده استفاده و با تسریع فرایند استاندارد پشت به پشت چرخ
گیري پاسخ فرکانسی، اثر شدت سایش بر سایش و اندازه

اجزاي اصلی و  14شکل گردد. پاسخ فرکانسی بررسی می
دهد. در چیدمان آنها را در آزمون پشت به پشت نشان می

دنده ساعت، آزمون متوقف و چرخ 18این تحقیق بعد از هر 
گیرد و به ) قرار می13شکل مورد نظر تحت آزمون مودال (

کمک روابط تئوري، کاهش سفتی دندانه در اثر سایش 
  شود. محاسبه می

  
  ]2[ دندهچرخ پشت به پشت آزمون .14شکل 

  

طور مستقیم نیرو، بهشکل دندانه در اثر  گیري تغییربا اندازه
توان تخمین زد. کورا به کمک یک روبات سفتی دندانه را می

جفت 		یک 		هاي دندانه 	ايشکل زاویه تغییر	پایی،شش
دنده ساده داخلی را که در کوپلینگ هزارخاري استفاده چرخ
گیري کرد. روبات طراحی شده براي انجام شود، اندازهمی

بخشی  16شکل نشان داده شده است و  15شکل آزمایش در 
ي هادهد. تغییر شکلاز مجموعه آزمون را نشان می

گیري شده از آزمایش با نتایج المان محدود و روابط اندازه
در مدل تئوري از مدل 	ند. مقایسه و تائید شد ،تئوري

ر و روابط کلاسیک استفاده شده است. در این مقاله تگسسته
اي روي سفتی درگیري نیز با انجام آزمایش اثر نامیزانی زاویه

  .]20[بررسی شد 

  
  ]20[ ییپاشش روبات .15شکل 

منظور تخمین سفتی درگیري از در همه تحقیقاتی که به
 ،هاي تجربیبر دادهکنند، علاوهروش تجربی استفاده می

  هاي تحلیلی یا عددي نیز استفاده شود. لازم است از روش
عبارت دیگر ترکیبی از روش تجربی و تحلیلی یا عددي به

ها به شود. این روشدرگیري استفاده میبراي تخمین سفتی 
 گیري تغییرگیري خطاي انتقال، تست مودال و اندازهاندازه

شوند. دو روش آخر در حالت اي خلاصه میشکل زاویه
  کنند.گیري میاستاتیکی سفتی درگیري را اندازه
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 روبات با دندهچرخ یسفت يریگاندازه زاتیتجه .16شکل 

 ]20[ ییپاشش

  گیرينتیجه. 4
تغییرات سفتی درگیري یکی از منابع اصلی ایجاد ارتعاش و 

دنده است. سفتی درگیري ناشی از هاي چرخنوفه در سیستم
پذیري دندانه است و در اثر تغییر شکل خمشی، انعطاف

جایی محل اتصال دندانه به بدنه ایجاد هبرشی، تماسی و جاب
فت دندانه تغییر موقعیت خط تماس و تغییر تعداد جشود. با می

  کند.صورت تناوبی تغییر میدرگیر، سفتی درگیري به
در روش تحلیلی سفتی یک دندانه بر حسب موقعیت خط 
تماس محاسبه و سپس سفتی درگیري به کمک روابط 

شود. در روش المان محدود، فنرها، تخمین زده میترکیب 
هاي دو یا سه بعدي منظور تخمین سفتی درگیري از مدلبه

هاي تماس دنده با الماندنده یا مدل دو چرخو مدل یک چرخ
گیري سفتی درگیري به دلیل بالا شود. اندازهاستفاده می

تحقیقات اي نیست. در بودن مقادیر سفتی دندانه، کار ساده
گیري خطاي انتقال و استفاده از نتایج تجربی با اندازه

شود. سازي تئوري، سفتی درگیري تخمین زده میشبیه
دنده، اثر سایش بر همچنین از نتایج آزمون مودال یک چرخ
کاهش سفتی درگیري قابل بررسی است.
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