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  پژوهشی مقاله

ای کامپوزیتی هوشمند پیزوالکتریک  های استوانهافت انتقال صوت در پوسته

 تحت امواج صوتی

 حسین آذریون  

 دانشجوی دکتری، 

 گروه مهندسی مکانیک، 

 دانشگاه جامع امام حسین )ع(، تهران

h.azarioun@yahoo.com  

   *محمدرضا الهامی

 دانشیار، 

 گروه مهندسی مکانیک، 

 دانشگاه جامع امام حسین )ع( تهران

mrelhami.63@gmail.com  
 05/12/1400تاریخ دریافت: 

 

 29/03/1401تاریخ پذیرش:  
 

 چکيده

تابعی همراه   مدرج  مواد  از  هسته ساخته شده  خارجی دارای  است که پوسته ساندویچی  شده  فرض  این پژوهش  در 

داخلی از جنس کامپوزیتوصلهبا  و پوسته  لایههای پیزوالکتریک  استوانهای باشد. پوستههای  دارای  های  دو جداره  ای 

قرار   مشخص  اثر  زاویه  با  آکوستیک  امواج  برخورد  تحت  و  هستند  میانی  و  داخلی  خارجی،  آکوستیک  محیط  سه 

میدانگرفته فرضیه  از  با استفاده  سازه  دینامیکی  معادلات  اول پوستهجابه  اند.  همیلتون  جایی برشی مرتبه  و اصل  ها 

شده میاستخراج  تشکیل  نهایی را  معادلات  سیال/ سازه  مرزی  با شرایط  همراه  و  بسطاند  از  استفاده  با  های دهند. 

فشار و جابهسری فوریه  خروجی  و  برگشتی  ورودی،  صوت  گسستهجاییهای  دینامیکی  معادلات  سازی  های پوسته، 

به و  حالت درمی  شده  ماتریس  از  فرم  اعمالی  ولتاژ  اثرات،  نهایتا  موجود،  مقالات  با  نتایج  اعتبارسنجی  از  بعد  آیند. 

وصله الیاف بهطرف  تابعی، زاویه  مواد  درصد  در کامپوزیتهای پیزوالکتریک،  تعداد  کار رفته  کامپوزیتی،  مواد  انواع  ها، 

ا وصله بر رفتار  برخورد  و زاویه  پیزوالکتریک  ارزیابی  های  مورد  فرکانسی مشخصی  در محدوده  انتقال صوت سازه  فت 

وصله اعمالی از طرف  ولتاژ  در نهایت پارامترهای  است. و  گرفته  الیاف  قرار  تابعی، زاویه  مواد  درصد  پیزوالکتریک،  های 

در کامپوزیتبه تعداد وصلهکار رفته  کامپوزیتی،  مواد  انواع  برخورد ها،  و زاویه  پیزوالکتریک  را  های  انتقال صوت  افت   ،

 بیشتر کرد.

کليدي:   پوستهواژگان  صوت،  انتقال  استوانهافت  برشی  های  میدان  تئوری  تابعی، پیزوالکتریک،  مدرج  مواد  مرتبه  ای، 

اول

 مقدمه. 1

از مهمپوسته یکی  سازهها  اجزای  پرکاربردترین  ای  ترین و 

پوسته شکلهستند.  در  معرفی ها  متنوعی  کاربردهای  و  ها 

توان به استفاده از آنها در بدنه،  عنوان مثال میاند که بهشده

لولهبال  های انتقال نفت، گاز و موتور هواپیماها و فضاپیماها، 

شیمیایی، مخازن ذخیره آب و سوخت، بدنه زیردریایی  و مواد 

و بسیاری از کاربردهای مشابه اشاره نمود. گستردگی کاربرد  

استوانهپوسته انجام  های  مطالعات  چشمگیر  رشد  علت  ای، 
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در این حوزه است ] اندرکنش بین [. در این سازه1یافته  ها، 

ناخواسته انرژی به صورت سیال و سازه معمولا سبب انتقال 

سازه یا  و  آکوستیکی  استوانهارتعاشات  پوسته  به  ای  ای 

تنها باعث آلودگی  می انرژی، نه  ناخواسته  گردد. این انتقال 

می سازه  در  به صوت  منجر  است  ممکن  بلکه  شود، 

یکی از پدیدهشکست سیستم شود.  بار در  های  های فاجعه 

سازه صوت در  افت انتقال  ها است مهم در علم آکوستیک، 

دهنده نسبت توان صوت گذر کرده از سازه به توان  نشان که

صوت برخوردی به سازه است، که در صنایع هوایی مثل بدنه  

ها ها و بدنه کشتیهواپیما و در صنایع دریایی مانند زیردریایی

ذکر است که   شایان  کنش برهمطور معمول بهکاربرد دارد. 

باعث انتقال FSI)سازه   -سیال انرژی از سازه(  ها  ناخواسته 

صوت میبه صوت، صورت ارتعاش  آلودگی  درنتیجه،  گردد. 

سازه حتی خرابیخستگی  و  باری ای  فاجعه  ساختاری  های 

عددی مانند انرژی آیند. تاکنون روشبار میبه های تحلیلی، 

[ ]2آماری  محدود  اجزای  روش  مرزی 3[،  المان  روش  و   ]

بینی رفتار آکوستیکی  پیش  هی مختلفی جهت[ و آزمایشگا4]

ای توسط برخی محققان معرفی و توسعه  های استوانهپوسته

 یافته است. 

[ همکارانش  و  ژو  مثال،  در 5برای  صوت  انتقال  افت   ]

استوانهپوسته متخلخل  های  مواد  هسته  با  دوجداره  را ای 

[ افت انتقال صوت 6بررسی کردند. طالبی توتی و زراستوند ]

با استفاده از مواد متخلخل   را ای دو انحنایینههای استواپنل

برشی پوسته با و تئوری  دادند  آنها نشان  بررسی کردند.  ها 

پایین  فرکانسی  دامنه  در  متخلخل،  لایه  ضخامت  افزایش 

نمی مشاهده  صوت  انتقال  افت  بر  محسوسی  شود تغییر 

فرکانسی بالا جذب انرژی بیشتر شده  درحالی در محدوده  که 

[ 7انتقال صوت بیشتر شده است. ژیا و همکارانش ]و کنترل  

پوسته صوت در  و تابش  استوانهارتعاشات  دوجداره  های  ای 

به آکوستیکی  محفظه  یک  توسط  به که  مرکز  هم  صورت 

را بررسی کردند. طالبی توتی و خامنه  یکدیگر کوپل شده اند، 

کامپوزیتی های استوانه[ بررسی انتشار موج در پوسته8] ای 

را با استفاده از تئوری الاستیسیته سهدوج بعدی و استفاده  داره 

فیبرهای کامپوزیتی ارزیابی کردند.  از چیدمان متفاوت  های 

[ و همکارانش  سوراخ9ژانگ  های  های روی پوسته[ اثرات 

دوجداره  استوانه از را ای  برروی افت انتقال صوت با استفاده 

پوسته کلاسیک  سری  تئوری  مرزی ها،  شرایط  فوریه، 

بی برروی هندسی  خارجی  جریان  گرفتن  درنظر  نهایت، 

[ به بررسی  10پوسته بیرونی بررسی کردند. ژو و همکارانش ]

استوانه پوسته  دو  در  صوت  انتقال  هم افت  آلومینیومی   ای 

ای  مرکز پرداختند و از مواد متخلخل در بین دو پوسته استوانه

صوت ا تئوری پوسته  برای بهبود افت انتقال  کردند،  ستفاده 

سازی انتشار موج در ماده متخلخل  لاو، تئوری لی برای مدل

کردند. طالبی توتی و گوهری ] لحاظ  [ افت  11را درکارشان 

محیط   توسط  که  را  کامپوزیتی  استوانه  دو  صوت  انتقال 

شده کوپل  یکدیگر  به  نشان   ،اند متخلخل  و  بررسی کردند 

در مح متخلخل  مواد  که  بهدادند  بالا  فرکانسی  خوبی دوده 

شود. طالبی و همکارانش  سبب بهبود افت انتقال صوت می

لایه 12] تک  استوانه  طول پوسته  صوت در  انتقال  افت   ]

ها  کامپوزیتی را با استفاده از تئوری برشی مرتبه سوم پوسته

 انجام دادند.  

همکارانش و  توتی  صوت13]  طالبی  انتقال  افت  در   [   را 

اپوسته ساندویچی  ستوانههای  از مواد مدرج  ای  شده  ساخته 

[ افت انتقال  14تابعی ارزیابی کردند. احمدی و همکارانش ]

های  ای تقویت شده با نانولولههای استوانهصوت را در پوسته

کربنی با استفاده از فرضیه برشی مرتبه اول و درنظر گرفتن 

بسط از  آنها  کردند.  ارزیابی  تابعی  مدرج  مواد  های خواص 

کردند.   استفاده  دینامیکی  معادلات  حل  برای  فوریه  سری 

[ با استفاده از نظریه کلاسیک  15هاشمی نژاد و همکارانش ]

سه ها، افت انتقال صوت را در پوستهپوسته های ساندویچی 

از بسط با استفاده  های لایه با هسته سیال الکترورئولوژیکال 

[ یک مدل  16ش ]سری فوریه انجام دادند. ریاحی و همکاران

استوانه پوسته  صوت  انتقال  افت  محاسبه  برای  ای  تحلیل 

های پلیمری را با استفاده از نظریه برشی ساخته شده از فوم
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دادند. پارینلو و همکارانش ] [ افت انتقال  17مرتبه اول ارائه 

ای  های استوانهصوت را در یک میدان پخشنده برای پوسته

روش از  استفاده  با  لایه  دادند.    چند  انجام  حالت  ماتریس 

[ همکارانش  و  پوسته18اولیازاده  صوت  انتقال  افت  های  [ 

بهاستوانه را  انرژی  جاذب  مواد  از  شده  ساخته  صورت ای 

زاویه   با  آکوستیکی  آزمایشی تحت برخورد امواج  و  تحلیلی 

نیز با درنظر گرفتن 19مشخص بررسی کردند. کیم و لی ]  ]

تئو با  پوسته  کامل  گرفتن معادلات  درنظر  نیز  و  لاو،  ری 

کنش محیط آکوستیکی، به مقایسه نتایج روش تحلیلی  برهم

بالا به تطابق  ویژه در فرکانسبا آزمایش پرداختند و به های 

استوانهپوستهخوبی دست پیدا کردند و این کار را به ای  های 

شجاعی دادند.  گسترش  جداره  ]دو  همکاران  و  از 20فرد   ]

شکل تغییر  تا    تئوری  نمودند  استفاده  سوم  مرتبه  برشی 

برای  از این  پیش  صوت که  انتقال  افت  در  را  اهمیت آن 

بود، تأیید کنند.  ضخامت های زیاد ضروری نشان داده شده 

تئوری سهبه مورد استفاده  علاوه  چند پژوهش  نیز در  بعدی 

قرار گرفته است. برای مثال، طالبی و همکاران و دانشجو و 

[ در 22  و  21همکاران  صوت  انتقال  افت  بررسی  به   ]

با ضخامت  های استوانهپوسته و ایزوتروپیک  ای ارتوتروپیک 

پرداخته ]دلخواه  و همکاران  مگنیز  [ از تئوری برشی 23اند. 

بعدی برای محاسبه افت  مرتبه اول و تئوری الاستیسیته سه

استوانه پوسته  یک  در  صوت  لایه انتقال  چند  نامحدود  ای 

ایزوتروپیک   پلیمری  هسته  و  ارتوتروپیک  لایه  از  متشکل 

[ لیو و همکارانش  کردند.  را 24استفاده  صوت  [ افت انتقال 

ای ساندویچی  در یک میدان پخشنده صوت در پوسته استوانه

صورت تحلیلی  خارجی بهبا هسته متخلخل در حضور جریان 

به متخلخل  مواد  که  دادند  نشان  آنها  خوبی بررسی کردند. 

شوند. سبب بهبود افت انتقال صوت در بازه فرکانسی بالا می

جعفری ] و  میدان  25گلزاری  یک  صوت در  انتقال  افت   ]

را در پوسته  ای سه جداره تشکیل  های استوانهصوت پخشنده 

 

لایه از  با  شده  متخلخل  میدان  های  نظریه  از  استفاده 

دست آوردند. شهسواری و همکارانش  جایی کلاسیک بهجابه

ای متخلخل  های استوانه[ افت انتقال صوت را در پوسته26]

توانی  از مدل  استفاده  با  تابعی  مدرج  مواد  از  شده  تشکیل 

 درحضور جریان خارجی ارزیابی کردند.

ار رفتار  حوزه  در  شده  ارائه  مقالات  مرور  صوت   -تعاشبا 

استوانهپوسته افت انتقال  های  تاکنون  شد که  مشخص  ای، 

کامپوزیتی استوانهصوت در پوسته دو جداره  همراه های  ای 

از نظریه میدان برشی با وصله با استفاده  پیزوالکتریک  های 

بنابراین در این  است.  نگرفته  بررسی قرار  مورد  اول  مرتبه 

 شود.تحقیق به این مهم پرداخته می

 

 . معادلات حاکم2

ای  شود، پوسته استوانهمشاهده می  1گونه که در شکل همان

با زاویه برخورد  بیرونی تحت برخورد امواج آکوستیک 

  0 < 𝛼 < 𝜋/2 بیرونی متشکل از قرار می گیرد. پوسته 

تابعی تشک با یهسته مواد  فلز  و  سرامیک  فاز  از دو  شده  ل 

شعاع    hضخامت   وصله  rو  توسط  که  های  است 

جنس   از  ضخامت  PZT-4پیزوالکتریک  جهت    ℎ𝑝با  در 

وصله است. تعداد  شده  در شعاعی احاطه  پیزوالکتریک  های 

بیرونی   است. همچنین زاویه انحنای   Nهر طرف از پوسته 

با   بیرونی و داخلی  مشخص شده است. بدین   𝛽𝑝هر وصله 

توسط  کل  شده  احاطه  محیط  که  است  بدیهی  صورت 

وصلهآرایه از  سمت پوسته  های  هر  در  پیزوالکتریک  های 

بیرونی بهاستوانه بهاست. به  𝑁𝛽𝑝صورت  ای  منظور  علاوه 

اویه محیطی هر حفظ پایداری سیستم فرض شده است که ز

بعدی   پیزوالکتریک  وصله  با  پیزوالکتریک  𝛽𝑐وصله  =

2π

𝑁
−𝛽𝑝  همان است باشد.  مشخص  شکل  از  که  گونه 

با   داخلی  شده  Rو   Hضخامت و شعاع پوسته  اند.  مشخص 

 نهایت فرض شده است.طول استوانه بی
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پوسته استوانه دو جداره تشکیل شده از وصله . 1شکل 

 پیزوالکتریک باهسته مواد تابعی و پوسته کامپوزیتی چندلایه 

 

 معادلات موج در محیط آکوستیک. 1-2

دارد    آکوستیکی وجود  سه محیط  سازه،  به ساختار  با توجه 

که عبارت است از محیط آکوستیک خارجی که در آن موج 

کند، محیط آکوستیک دوم که  تر برخورد میبه پوسته بزرگ

ف از  است  استوانهعبارت  پوسته  دو  بین  محیط  ضای  و  ای 

تر قرار  آکوستیک سوم که در داخل پوسته استوانه ای کوچک

هوا  سیال  دارای  محیط  هر سه  است که  شده  فرض  دارد. 

صورت زیر  باشد. معادله موج در محیط خارجی آکوستیکی  به

 [:27شود ]بیان می

(1) 𝑐2∇2(𝑝
1

I + 𝑝
1

R) +
𝜕2

𝜕𝑡2
(𝑝

1

I + 𝑝
1

R) = 0, 

𝑝1که  درحالی
I   و𝑝1

R   بیانگر فشار صوت برخوردی و برگشتی

سرعت صوت  cتر در محیط بیرونی هستند  به پوسته بزرگ

پوسته   دو  بین  آکوستیک  محیط  برای  موج  معادله  است. 

 ای و همچنین معادله موج در محیط آکوستیک داخلاستوانه

 

 صورت زیر است:تر بهپوسته کوچک 

(2) 
𝑐2∇2(𝑝

2

T + 𝑝
2

R) =
𝜕2

𝜕𝑡2
(𝑝

2

T + 𝑝
2

R), 

𝑐2∇2𝑝
3

T =
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑝
3

T , 

𝑝2که  درحالی
T    و𝑝2

R گذر کرده و برگشتی  بیانگر فشار های 

سرعت صوت  cدر محیط آکوستیک بین دو پوسته هستند. 

𝑝3است. همچنین 
T   از پوسته  گذر کرده  نشانگر فشار صوت

تر در محیط آکوستیک سوم است. بدین صورت فشار  کوچک

براساس  صوت   سازه  از  عبوری  و  برگشتی  برخوردی، 

بهمختصات استوانه  [:27شود ]صورت زیر بیان میای 

(3) 

𝑝
1

I (�̅�, 𝜃, 𝑥, 𝑡) =

𝑝
0
ei
(𝜔𝑡−𝑘𝑥𝑥) ∑ 휀𝑛(−i)

𝑛𝐽
𝑛
(𝑘1�̅��̅�)cos(𝑛𝜃)

∞
𝑛=0 , 

𝑝
1

R(�̅�, 𝜃, 𝑥, 𝑡) =

ei
(𝜔𝑡−𝑘𝑥𝑥) ∑ �̃�1𝑛

R
𝐻𝑛
(2)(𝑘1�̅��̅�)cos(𝑛𝜃)

∞
𝑛=0 , 

𝑝
2

T(�̅�, 𝜃, 𝑥, 𝑡) =

ei
(𝜔𝑡−𝑘𝑥𝑥) ∑ �̃�2𝑛

T
𝐻𝑛
(1)(𝑘2�̅��̅�)cos(𝑛𝜃)

∞
𝑛=0 , 

𝑝
2

R(�̅�, 𝜃, 𝑥, 𝑡) =

ei
(𝜔𝑡−𝑘𝑥𝑥) ∑ �̃�2𝑛

R
𝐻𝑛
(2)(𝑘2�̅��̅�)cos(𝑛𝜃)

∞
𝑛=0 , 

𝑝
3

T(�̅�, 𝜃, 𝑥, 𝑡) =

ei
(𝜔𝑡−𝑘𝑥𝑥) ∑ �̃�3𝑛

T
𝐻𝑛
(1)(𝑘3�̅��̅�)cos(𝑛𝜃)

∞
𝑛=0 . 

زاویه  𝜔که در آن  موج آغازی   𝑝0ای است،  فرکانس  دامنه 

휀0است،   = 1, 휀𝑛 = 2(𝑛 ≥ 1), i = √−1,   𝐽𝑛    تابع

استوانه اول،  بسل  نوع  𝐻𝑛ای 
𝐻𝑛و  (1)

هانکل   (2) توابع 

هستند. استوانه نوع اول و دوم  �̃�1𝑛ای 
R   ضریب مودال برای

اول،   آکوستیک  محیط  برگشتی در  فشار  �̃�2𝑛ترم 
T   ضریب

مودال برای ترم فشار صوت گذر کرده در محیط آکوستیک  

پوسته،   یا بین دو  �̃�2𝑛دوم 
R    ترم برای  فشار  ضریب مودال 

یا بین دو دوم  آکوستیک  پوسته،    صوت برگشتی در محیط 

�̃�3𝑛
T    ضریب مودال برای ترم فشار صوت گذر کرده در محیط

کوچک پوسته  داخل  یا  سوم  ترمآکوستیک  است.  های  تر 

 [: 27] شودصورت زیر بیان میمحوری و شعاعی عدد موج به
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(4) 

𝑘𝑥 = 𝑘1sin𝛼,   𝑘1�̅� = 𝑘1cos𝛼

= [𝑘1
2 − 𝑘𝑥

2]1/2 ,   

𝑘2�̅� = √𝑘2
2 − 𝑘𝑥

2 , 

𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 𝜔 𝑐⁄  

𝑘3�̅� = √𝑘3
2 − 𝑘𝑥

2 

خارجی،    𝑘1همچنین   آکوستیکی  محیط  در  موج   𝑘2عدد 

عدد موج   𝑘3عدد موج در محیط آکوستیکی بین دو پوسته و 

 در محیط آکوستیکی داخلی است. 

ساختاري سازه.  2-2  معادلات 

آرایش    .2-2-1 با  ساختاری  معادلات 

 پیزوالکتریک

جابه میدان  اول،  برشی مرتبه  فرضیه  برشی براساس  جایی 

های  ای تشکیل شده از وصلهمرتبه اول برای پوسته استوانه

به  [:28شود ]صورت زیر بیان میپیزوالکتریک 

 

(5) 

𝑈1(𝑥, 𝜃, 𝑧,𝑡) = 𝑢1(𝑥, 𝜃, 𝑡)

+ 𝑧𝜓𝑥1(𝑥, 𝜃, 𝑡) 

𝑉1 (𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑣1(𝑥, 𝜃, 𝑡)

+ 𝑧𝜓𝜃1(𝑥, 𝜃, 𝑡) 
𝑊1
(𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑤1(𝑥, 𝜃, 𝑡), 

دوراندرحالی جهتکه  در  پوسته  با   𝜃و    𝑥های  های 

است.    𝜓𝜃1و    𝜓𝑥1پارامترهای   شده  داده  ,𝑣1نشان  𝑢1   و

𝑤1  جابهبه میدان  بیانگر  در جهات  ترتیب   𝑧و    𝑥  ،𝜃جایی 

همچنین کرنش و برشی بههستند.  نرمال  زیر  های  صورت 

 [:28شود ]ارائه می

(6) 
휀𝑥𝑥1 =

𝜕𝑢1

𝜕𝑥
+ 𝑧

𝜕𝜓𝑥1

𝜕𝑥
, 

휀𝜃𝜃1 =
1

�̅�

𝜕𝑣1

𝜕𝜃
+
𝑧

�̅�

𝜕𝜓𝜃1

𝜕𝜃
+
𝑤1

�̅�
, 

𝛾𝑥𝜃1 =
𝜕𝑣1

𝜕𝑥
+
1

�̅�

𝜕𝑢1

𝜕𝜃

+ 𝑧 (
1

�̅�

𝜕𝜓𝑥1

𝜕𝜃
+
𝜕𝜓𝜃1

𝜕𝑥
), 

𝛾𝜃𝑧1 = 𝜓𝜃1 +
1

�̅�

𝜕𝑤1

𝜕𝜃
−
𝑣1

�̅�
, 

𝛾𝑥𝑧1 =
𝜕𝑤1

𝜕𝑥
+𝜓𝑥1 . 

 𝛾𝜃𝑧1و    𝛾𝑥𝜃1بیانگر کرنش نرمال،   휀𝜃𝜃1و   휀𝑥𝑥1کهدرحالی

هستند.    𝛾𝑥𝑧1و   برشی  کرنش  با   𝑟بیانگر  پوسته  شعاع 

هسته وصله که  است  شده  است. فرض  پیزوالکتریک  های 

استوانه از پوسته  متشکل  تابعی  مواد  جنس  از  خارجی  ای 

کنیم خواص ماده  سرامیک و فلز باشد. در این کار فرض می

الاستیسیته   مدول  جرمی𝐸(𝑧) مانند  چگالی  نسبت  و  و 

تابپو مدل  براساس  باشد.  متغیر  ضخامت  براساس  ع  اسون 

 :[29توانی برای مواد تابعی داریم ]

(7) 

𝐸(𝑧) = 𝐸𝑚 + (𝐸𝑐 −𝐸𝑚 )(0.5 +
𝑧

ℎ
)
𝑝

 

𝜌(𝑧) = 𝜌𝑚 + (𝜌𝑐 − 𝜌𝑚 )(0.5 +
𝑧

ℎ
)
𝑝

 

𝜗(𝑧) = 𝜗𝑚 + (𝜗𝑐 − 𝜗𝑚)(0.5 +
𝑧

ℎ
)
𝑝

 

و فلز هستند. هب  𝑚و   𝑐های  اندیس بیانگر سرامیک  ترتیب 

توانی  𝑝علاوه  هب تابع  توزیع   1ایندکس  نحوه  که  دارد  نام 

را بیان می تر از کند که دارای مقادیر بزرگخواص مکانیکی 

وقتی   این صورت که  𝑝صفر است. به  = پوسته   0 جنس 

شده   گرفته  درنظر  آلومینا  پژوهش  این  )در  سرامیک  تمام 

𝑝که  شود و هنگامیاست( می = است جنس پوسته تمام    ∞

گ درنظر  آلومینیوم  پژوهش  این  )در  است( فلز  شده  رفته 

تنش  می روابط  الاستیسیته،  تئوری  براساس  کرنش -شود. 

خارجی  پوسته  در  تابعی  مواد  از  شده  تشکیل  هسته  برای 

 صورت زیر است: به
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(8) [
 
 
 
 
𝜎𝑥𝑥1𝑒
𝜎𝜃𝜃1𝑒
𝜏𝑥𝜃1𝑒
𝜏𝜃𝑧1𝑒
𝜏𝑥𝑧1𝑒 ]

 
 
 
 

=

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

𝐸(𝑧)

1 − 𝜗(𝑧)2
𝜗(𝑧)𝐸(𝑧)

1 − 𝜗(𝑧) 2
0 0 0

𝜗(𝑧)𝐸(𝑧)

1 − 𝜗(𝑧)2
𝐸(𝑧)

1 − 𝜗(𝑧) 2
0 0 0

0 0
𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜗(𝑧))
0 0

0 0 0
𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜗(𝑧))
0

0 0 0 0
𝐸(𝑧)

2(1 +𝜗(𝑧))}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
휀𝑥𝑥1
휀𝜃𝜃1
𝛾𝑥𝜃1
𝛾𝜃𝑧1
𝛾𝑥𝑧1 ]

 
 
 
 

, 

 𝜏𝑥𝜃1𝑒های نرمال،  بیانگر تنش  𝜎𝜃𝜃1𝑒و  𝜎𝑥𝑥1𝑒که  درحالی

توجه است بیانگر تنش برشی هستند. قابل  𝜏𝑥𝑧1𝑒و   𝜏𝜃𝑧1𝑒و  

با کرنش برشی که تنش برشی از طریق مدول برشی  های 

بیانگر مدول الاستیسیته هسته  𝐸متناسب هستند. همچنین  

 ماده تابعی پوسته است. 

پو  𝜗علاوه  به پوسته  نسبت  هسته  طرفی اسون  از  است. 

تنش روابط  پیزوالاستیسیته،  فرضیه  که  -براساس  کرنش 

هستند به و الکتریکی  الاستیکی  از دوفاز  زیر  تابعی  صورت 

 :[30شوند ]بیان می

(9) [
 
 
 
 
𝜎𝑥𝑥1𝑖
𝜎𝜃𝜃1𝑖
𝜏𝑥𝜃1𝑖
𝜏𝜃𝑧1𝑖
𝜏𝑥𝑧1𝑖 ]

 
 
 
 

=

{
 
 

 
 
𝑐11 𝑐12 0 0 0
𝑐12 𝑐22 0 0 0
0 0 𝑐66 0 0
0 0 0 𝑐44 0
0 0 0 0 𝑐55}

 
 

 
 

[
 
 
 
 
휀𝑥𝑥1
휀𝜃𝜃1
𝛾𝑥𝜃1
𝛾𝜃𝑧1
𝛾𝑥𝑧1 ]

 
 
 
 

−

{
 
 

 
 
0 0 𝑒31
0 0 𝑒32
0 0 0
0 𝑒24 0
𝑒15 0 0 }

 
 

 
 

[

�̅�𝑥𝑖
�̅�𝜃𝑖
�̅�𝑧𝑖

],  

 [
𝐷𝑥𝑖
𝐷𝜃𝑖
𝐷𝑧𝑖

] = {
0 0 0 0 𝑒15
0 0 0 𝑒24 0
𝑒31 𝑒32 0 0 0

}

[
 
 
 
 
휀𝑥𝑥1
휀𝜃𝜃1
𝛾𝑥𝜃1
𝛾𝜃𝑧1
𝛾𝑥𝑧1 ]

 
 
 
 

+ {
𝑘11 0 0
0 𝑘22 0

0 0 𝑘33

}[

�̅�𝑥𝑖
�̅�𝜃𝑖
�̅�𝑧𝑖

] , 𝑖 = ex, in 

جابه  𝐷که  رحالید میدان  برای بیانگر  الکتریکی  جایی 

)وصله بیرونی  پیزوالکتریک  )exهای  داخلی  و   )in )

است.   پیزوالکتریک،    𝑒پیزوالکتریک  ثوابت   𝑘ثوابت 

و  دی وصله  𝑐الکتریک  برای  ثوابت الاستیسیته  های  بیانگر 

هستند. به و خارجی، پیزوالکتریک  داخلی  برای وصله  علاوه 

𝐸    پتانسیل توابع  براساس  است که  الکتریکی  میدان  بیانگر 

به درادامه  میالکتریکی  پتانسیل دست  تابع  ابتدا  در  آیند. 

برای وصله که الکتریکی  بیرونی و داخلی  پیزوالکتریک  های 

در مرز پیزوالکتریک    های هر وصلهشرایط مرزی الکتریکی 

 [:31شود ]صورت زیر بیان میکند بهرا ارضاء می

 

(10) 

Φex
(𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = [(𝑧 −

ℎ + ℎ𝑝

2
)
2

− (
ℎ𝑝

2
)
2

]𝜙ex(𝑥, 𝜃, 𝑡)

+ 2 (𝑧 −
ℎ + ℎ𝑝

2
) 𝑉, 

Φin
(𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = [(𝑧 +

ℎ + ℎ𝑝

2
)
2

− (
ℎ𝑝

2
)
2

] 𝜙in(𝑥, 𝜃, 𝑡), 
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بر    𝑉که  درحالی شده  اعمال  خارجی  الکتریکی  ولتاژ  بیانگر 

بیرونی است. وصله پیزوالکتریک  ترتیب هب  𝜙inو  𝜙exهای 

وصله برای  دوبعدی  الکتریکی  پتانسیل  های  توابع 

قابل هستند.  داخلی  و  بیرونی  که  پیزوالکتریک  است  توجه 

در جهات  میدان الکتریکی  وصله   برای هر zو    𝜃و  x های 

ولتاژ   گرفتن  درنظر  بدون  داخلی  و  بیرونی  پیزوالکتریک 

صورت زیر برحسب منفی گرادیان توابع  الکتریکی خارجی به

بیان می  :شوند پتانسیل الکتریکی 
 

(11) 

�̅�𝑥ex = −
𝜕Φex

𝜕𝑥
= − [(𝑧 −

ℎ + ℎ𝑝

2
)
2

− (
ℎ𝑝

2
)
2

]
𝜕𝜙ex

𝜕𝑥
, 

�̅�𝑥in = −
𝜕Φin

𝜕𝑥
= − [(𝑧 +

ℎ + ℎ𝑝

2
)
2

− (
ℎ𝑝

2
)
2

]
𝜕𝜙in

𝜕𝑥
, 

�̅�𝜃ex = −
1

𝑟 + 𝑧

𝜕Φex

𝜕𝜃

= −
1

𝑟 + 𝑧
[(𝑧

−
ℎ +ℎ𝑝

2
)
2

− (
ℎ𝑝

2
)
2

]
𝜕𝜙ex

𝜕𝜃
, 

�̅�𝜃in = −
1

𝑟 + 𝑧

𝜕Φin

𝜕𝜃

= −
1

𝑟 + 𝑧
[(𝑧

+
ℎ +ℎ𝑝

2
)
2

− (
ℎ𝑝

2
)
2

]
𝜕𝜙in

𝜕𝜃
, 

�̅�𝑧ex = −
𝜕Φex

𝜕𝑧
= −2 (𝑧 −

ℎ + ℎ𝑝

2
)𝜙ex , 

�̅�𝑧in = −
𝜕Φin

𝜕𝑧
= −2(𝑧 +

ℎ + ℎ𝑝

2
) 𝜙in , 

ای  دست آوردن معادلات دینامیکی پوسته استوانهمنظور بهبه

همرا الاستیک  هسته  از  شده  وصلهساخته  با  های  ه 

می زیر استفاده  از اصل همیلتون در فرم  کنیم پیزوالکتریک 

[32]: 

(12) ∫ δ(Π𝑠 + Π𝑓 − Π𝐾)
𝑡

0

𝑑𝑡 = 0,

تغییرات   δΠ𝑓بیانگر تغییرات انرژی کرنش،  δΠ𝑠که  درحالی

و   خارجی  سیستم است.   δΠ𝐾کار  جنبشی  انرژی  تغییرات 

 شود:صورت زیر بیان میتغییرات انرژی جنبشی به

(13) 

δΠ𝐾

= ∑∫ ∫ ∫ 𝜌𝑝(�̇�1δ�̇�1

−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐

(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)𝑥

𝑁

𝛾=1

+ �̇�1δ�̇�1 + �̇�1δ�̇�1) 𝑑𝑧𝑑𝜃𝑑𝑥

+ ∫ ∫ ∫ 𝜌𝑒 (�̇�1δ�̇�1+ �̇�1δ�̇�1

ℎ

2

−
ℎ

2

2π

0𝑥

+ �̇�1δ�̇�1) 𝑑𝑧𝑑𝜃𝑑𝑥

+∑∫ ∫ ∫ 𝜌𝑝 (�̇�1δ�̇�1

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐

(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)𝑥

𝑁

𝛾=1

+ �̇�1δ�̇�1 + �̇�1δ�̇�1) 𝑑𝑧𝑑𝜃𝑑𝑥

= ∫ [𝐼01(�̇�1δ�̇�1+ �̇�1δ�̇�1+ �̇�1δ�̇�1)
𝑥

+ 𝐼11(�̇�1δ�̇�𝑥1+ �̇�1δ�̇�𝜃1+ �̇�𝑥1δ�̇�1

+ �̇�𝜃1δ�̇�1)

+ 𝐼21(�̇�𝑥1δ�̇�𝑥1 + �̇�𝜃1δ�̇�𝜃1)] 𝑑𝑥

 

 که:درحالی

(14) 

𝐼01 =

∑ ∫ ∫ 𝜌𝑝
−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

𝑑𝑧𝑑𝜃 +𝑁
𝛾=1

∫ ∫ 𝜌𝑓

ℎ

2

−
ℎ

2

2π

0 𝑑𝑧𝑑𝜃 +

∑ ∫ ∫ 𝜌𝑝

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

𝑑𝑧𝑑𝜃𝑁
𝛾=1  , 

𝐼11 =

∑ ∫ ∫ 𝜌𝑝
−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

𝑧𝑑𝑧𝑑𝜃 +𝑁
𝛾=1

∫ ∫ 𝜌𝑓

ℎ

2

−
ℎ

2

2π

0 𝑧𝑑𝑧𝑑𝜃 +

∑ ∫ ∫ 𝜌𝑝

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

𝑧
𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

𝑑𝑧𝑑𝜃𝑁
𝛾=1  , 
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𝐼21

= ∑∫ ∫ 𝜌𝑝

−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐

(𝛾−1) (𝛽𝑝+𝛽𝑐)
𝑧2𝑑𝑧𝑑𝜃

𝑁

𝛾=1

+ ∫ ∫ 𝜌𝑓

ℎ

2

−
ℎ

2

2π

0

𝑧2𝑑𝑧𝑑𝜃

+∑∫ ∫ 𝜌𝑝

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

𝑧2
𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐

(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)
𝑑𝑧𝑑𝜃

𝑁

𝛾=1

 

و 𝜌𝑝که  درحالی بیانگر   𝜌𝑓بیانگر چگالی وصله پیزوالکتریک 

ترم  که  است  نیاز  بعد،  مرحله  در  است.  تابعی  مواد  چگالی 

 پوسته محاسبه شود. داریم: یانرژی کرنش

δΠ𝑠

=∑∫ ∫ ∫ (𝜎𝑥𝑥1inδ휀𝑥𝑥1

−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐

(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)𝑥

𝑁

𝛾=1

+ 𝜎𝜃𝜃1inδ휀𝜃𝜃1 + 𝜏𝑥𝜃1inδ𝛾𝑥𝜃1
+ 𝜏𝑥𝑧1inδ𝛾𝑥𝑧1 + 𝜏𝜃𝑧1𝑖𝑛δ𝛾𝜃𝑧1 − 𝐷𝑥inδ𝐸𝑥in
− 𝐷𝜃inδ𝐸𝜃in −𝐷𝑧inδ𝐸𝑧in) 𝑑𝑧𝑑𝜃𝑑𝑥

+ ∫ ∫ ∫ (𝜎𝑥𝑥1𝑒δ휀𝑥𝑥1 + 𝜎𝜃𝜃1𝑒δ휀𝜃𝜃1

ℎ

2

−
ℎ

2

2π

0𝑥

+ 𝜏𝑥𝜃1𝑒δ𝛾𝑥𝜃1 + 𝜏𝑥𝑧1𝑒δ𝛾𝑥𝑧1
+ 𝜏𝜃𝑧1𝑒δ𝛾𝜃𝑧1) 𝑑𝑧𝑑𝜃𝑑𝑥

+∑∫ ∫ ∫ (𝜎𝑥𝑥1exδ휀𝑥𝑥1

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐

(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)𝑥

𝑁

𝛾=1

+ 𝜎𝜃𝜃1exδ휀𝜃𝜃1 + 𝜏𝑥𝜃1exδ𝛾𝑥𝜃1
+ 𝜏𝑥𝑧1exδ𝛾𝑥𝑧1 + 𝜏𝜃𝑧1exδ𝛾𝜃𝑧1 −𝐷𝑥exδ𝐸𝑥ex
− 𝐷𝜃exδ𝐸𝜃ex −𝐷𝑧exδ𝐸𝑧ex) 𝑑𝑧𝑑𝜃𝑑𝑥

 

 شود:صورت زیر بیان میتغییرات کار خارجی به

(16) 
δΠ𝑓 = ∫ ∆𝑃1

𝐴
𝛿𝑤1𝑑𝐴 ,   ∆𝑃1

= (𝑝1
I + 𝑝1

R) − (𝑝2
T

+ 𝑝2
R) 

جا و  15،  13معادلات.    یگزینیبا  هم  16،  اصل    یلتوندر 

ارتعاش یت(، در نها12)معادله    یحرکت برا  یکل  یمعادلات 

استوانه وصله  یخارج  یاپوسته  به   یخارج  PZT  یهابا 

 :  یند آیم  دستیر بهشکل ز

 

(17) 

δ𝑣1 :  
𝜕𝑁𝑥𝜃1

𝜕𝑥
+
1

�̅�

𝜕𝑁𝜃𝜃1

𝜕𝜃
+
𝑄𝜃𝑧1

�̅�
=

𝐼01
𝜕2𝑣1

𝜕𝑡2
+ 𝐼11

𝜕2𝜓𝜃1

𝜕 𝑡2
, 

δ𝑤1 :  
𝜕𝑄𝑥𝑧1

𝜕𝑥
+

1

�̅�

𝜕𝑄𝜃𝑧1

𝜕𝜃
−
𝑁𝜃𝜃1

�̅�
=

𝐼01
𝜕2𝑤1

𝜕𝑡2
−∆𝑃1 , 

δ𝜓𝑥1 :  
𝜕𝑀𝑥𝑥1

𝜕𝑥
+
1

�̅�

𝜕𝑀𝑥𝜃1

𝜕𝜃
−𝑄𝑥𝑧1 =

𝐼11
𝜕2𝑢1

𝜕𝑡2
+ 𝐼21

𝜕2𝜓𝑥1

𝜕𝑡2
  , 

δ𝜓𝜃1 :  
1

�̅�

𝜕𝑀𝜃𝜃1

𝜕𝜃
+
𝜕𝑀𝑥𝜃1

𝜕𝑥
− 𝑄𝜃𝑧1 =

𝐼11
𝜕2𝑣1

𝜕𝑡2
+ 𝐼21

𝜕2𝜓𝜃1

𝜕 𝑡2
 ,   

δ𝜙in :  
𝜕𝑝𝑥in

𝜕𝑥
+
𝜕𝑝𝜃in

𝜕𝜃
−𝑝𝑧in = 0 ,   

δ𝜙ex:  
𝜕𝑝𝑥ex
𝜕𝑥

+
𝜕𝑝𝜃ex
𝜕𝜃

− 𝑝𝑧ex = 0, 

که:درحالی

(18) 

[𝑁𝑥𝑥1 ,𝑀𝑥𝑥1] = ∑ ∫ ∫ 𝜎𝑥𝑥1in
−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

[1, 𝑧]𝑑𝑧𝑑𝜃 +𝑁
𝛾=1

∫ ∫ 𝜎𝑥𝑥1𝑒

ℎ

2

−
ℎ

2

2π

0
[1, 𝑧]𝑑𝑧𝑑𝜃 + ∑ ∫ ∫ 𝜎𝑥𝑥1ex

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

[1, 𝑧]𝑑𝑧𝑑𝜃𝑁
𝛾=1  , 

[𝑁𝑥𝜃1 ,𝑀𝑥𝜃1] = ∑ ∫ ∫ 𝜏𝑥𝜃1in
−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

[1, 𝑧]𝑑𝑧𝑑𝜃 +𝑁
𝛾=1

∫ ∫ 𝜏𝑥𝜃1𝑒

ℎ

2

−
ℎ

2

[1,𝑧]
2π

0
𝑑𝑧𝑑𝜃 + ∑ ∫ ∫ 𝜏𝑥𝜃1ex

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

[1, 𝑧]
𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

𝑑𝑧𝑑𝜃𝑁
𝛾=1  , 

[𝑁𝜃𝜃1 ,𝑀𝜃𝜃1] = ∑ ∫ ∫ 𝜎𝜃𝜃1in
−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

[1, 𝑧]𝑑𝑧𝑑𝜃 +𝑁
𝛾=1

∫ ∫ 𝜎𝜃𝜃1𝑒 [1, 𝑧]
ℎ

2

−
ℎ

2

2π

0 𝑑𝑧𝑑𝜃 +∑ ∫ ∫ 𝜎𝜃𝜃1ex

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

[1, 𝑧]
𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

𝑑𝑧𝑑𝜃𝑁
𝛾=1  , 
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𝑄𝑥𝑧1 = 𝑘𝑠 {∑ ∫ ∫ (𝜏𝑥𝑧1in −𝑒15�̅�𝑥in)
−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

𝑑𝑧𝑑𝜃 +𝑁
𝛾=1

∫ ∫ 𝜏𝑥𝑧1𝑒

ℎ

2

−
ℎ

2

2π

0 𝑑𝑧𝑑𝜃 +∑ ∫ ∫ (𝜏𝑥𝑧1ex −𝑒15�̅�𝑥ex)
ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

𝑑𝑧𝑑𝜃𝑁
𝛾=1 } , 

𝑄𝜃𝑧1 = 𝑘𝑠 {∑ ∫ ∫ (𝜏𝜃𝑧1in −𝑒24�̅�𝜃𝑖𝑛)
−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

𝑑𝑧𝑑𝜃 +𝑁
𝛾=1

∫ ∫ 𝜏𝜃𝑧1𝑒

ℎ

2

−
ℎ

2

2π

0
𝑑𝑧𝑑𝜃 + ∑ ∫ ∫ (𝜏𝜃𝑧1ex −𝑒24�̅�𝜃ex)

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

𝑑𝑧𝑑𝜃𝑁
𝛾=1 } , 

𝑝𝑥in = ∑ ∫ ∫ 𝐷𝑥in
−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

[(𝑧 +
ℎ+ℎ𝑝

2
)
2

− (
ℎ𝑝

2
)
2

]
𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

𝑑𝑧𝑑𝜃𝑁
𝛾=1  , 

𝑝𝑥ex = ∑ ∫ ∫ 𝐷𝑥ex

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

[(𝑧 −
ℎ+ℎ𝑝

2
)
2

− (
ℎ𝑝

2
)
2

]
𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

𝑑𝑧𝑑𝜃𝑁
𝛾=1  , 

𝑝𝜃in = ∑ ∫ ∫ 𝐷𝜃in
−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

[(𝑧 +
ℎ+ℎ𝑝

2
)
2

−(
ℎ𝑝

2
)
2

]
𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

𝑑𝑧𝑑𝜃𝑁
𝛾=1  , 

𝑝𝜃ex = ∑ ∫ ∫ 𝐷𝜃ex

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

[(𝑧 −
ℎ+ℎ𝑝

2
)
2

− (
ℎ𝑝

2
)
2

]
𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

𝑑𝑧𝑑𝜃𝑁
𝛾=1 , 

 𝑝𝑧in = ∑ ∫ ∫ 2𝐷𝑧in
−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

(𝑧 +
ℎ+ℎ𝑝

2
)

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

𝑑𝑧𝑑𝜃𝑁
𝛾=1 , 

𝑝𝑧ex = ∑ ∫ ∫ 2𝐷𝑧ex

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

(𝑧 −
ℎ+ℎ𝑝

2
)

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

𝑑𝑧𝑑𝜃𝑁
𝛾=1 , 

  9و  8)با توجه به معادلات   18معادله    یگزینیبا جا درنهایت

بر (،17معادله   در تعادل  کوپل شده و   ییجاهسب جابحمعادله 

 آمده است.  یلالف به تفص یوستدر پ
 

استوانه .2-2-2 پوسته  بر  حاکم  ای  معادلات 

 کامپوزیتی

 با  ایاستوانهپوسته    دینامیکی  معادلات  آوردن دستبه  از بعد 

 به  مرحله  این  در  قبل،  قسمت  در  پیزوالکتریک  هایوصله

 کامپوزیتی  ایاستوانه  پوسته  دینامیکی  معادلات  استنتاج

جابه  نظریه  از  استفاده  با  چندلایه   مرتبه   برشی  جاییمیدان 

 . پردازیممی  اول

 برای اول  مرتبه  برشی  جاییجابه  میدان  فرضیه،  این  براساس

 [:33] شودمی  بیان  زیر صورتبه  ایاستوانه  پوسته

(19) 

𝑈2(𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑢2(𝑥, 𝜃, 𝑡) +

𝑧𝜓𝑥2(𝑥, 𝜃, 𝑡) , 

𝑉2(𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑣2(𝑥, 𝜃, 𝑡) +

𝑧𝜓𝜃2(𝑥, 𝜃, 𝑡)  , 

𝑊2(𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑤2 (𝑥, 𝜃, 𝑡), 

دوراندرحالی جهتکه  در  پوسته  با    𝜃و    𝑥های  های 

است.    𝜓𝜃2و    𝜓𝑥2پارامترهای   شده  داده  ,𝑣2نشان  𝑢2   و

𝑤2  جابهبه میدان  بیانگر  جهات  ترتیب  در   𝑧و    𝑥  ،𝜃جایی 

جابه میدان  از  استفاده  با  بعدی  مرحله  ، 19جایی  هستند. در 

 :[33]شود صورت زیر ارائه میهای نرمال و برشی بهکرنش

(20) 

휀𝑥𝑥2 =
𝜕𝑢2

𝜕𝑥
+𝑧

𝜕𝜓𝑥2

𝜕𝑥
,  

휀𝜃𝜃2 =
1

�̅�

𝜕𝑣2

𝜕𝜃
+
𝑧

�̅�

𝜕𝜓𝜃2

𝜕𝜃
+

𝑤2

�̅�
,  

𝛾𝑥𝜃2 =
𝜕𝑣2

𝜕𝑥
+
1

�̅�

𝜕𝑢2

𝜕𝜃
+𝑧 (

1

�̅�

𝜕𝜓𝑥2

𝜕𝜃
+

𝜕𝜓𝜃2

𝜕𝑥
),  

 𝛾𝜃𝑧2 = 𝜓𝜃2 +
1

�̅�

𝜕𝑤2

𝜕𝜃
−
𝑣2

�̅�
, 

𝛾𝑥𝑧2 =
𝜕𝑤2
𝜕𝑥

+ 𝜓𝑥2 . 

  𝛾𝜃𝑧2و    𝛾𝑥𝜃2بیانگر کرنش نرمال،   휀𝜃𝜃2و   휀𝑥𝑥2که  درحالی

هستند.    𝛾𝑥𝑧2و   برشی  کرنش  پوسته    𝑅بیانگر  شعاع 

های ارتوتروپیک  کامپوزیتی چندلایه است. کامپوزیت با لایه

لایه  هر  باید  است  شده  تشکیل  گوناگون  الیاف  زاویه  با 
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یابد. به انتقال  روی محور  مختصات  به  خارج محور  صورت 

صفحه تنش  حالت  هوک،  براساس  مدل  از  استفاده  با  ای، 

ساختاری تنش با ز  -روابط  الیاف  کرنش برای هر لایه  اویه 

به  :[34]شود صورت زیر بیان میمختلف 

(21) 
[
 
 
 
 
𝜎𝑥𝑥2
𝜎𝜃𝜃2
𝜏𝑥𝜃2
𝜏𝜃𝑧2
𝜏𝑥𝑧2 ]

 
 
 
 

𝑠

=

[
 
 
 
 
 
�̅�11 �̅�12 0 0 0

�̅�21 �̅�22 0 0 0

0 0 �̅�66 0 0

0 0 0 �̅�44 0

0 0 0 0 �̅�55]
 
 
 
 
 

𝑠

[
 
 
 
 
휀𝑥𝑥2
휀𝜃𝜃2
𝛾𝑥𝜃2
𝛾𝜃𝑧2
𝛾𝑥𝑧2 ]

 
 
 
 

𝑠

 

 که:درحالی

(22) 

�̅�11 = 𝑄11cos
4(𝜑) + 2(𝑄12 +

2𝑄66)sin
2(𝜑)cos2(𝜑) + 𝑄22sin

4(𝜑) ,  
�̅�12 = �̅�21 = (𝑄11+ 𝑄22 −

4𝑄66)sin
2(𝜑)cos2(𝜑) + 𝑄12(sin

4(𝜑) +

cos4(𝜑)),  

�̅�22 = 𝑄11sin
4(𝜑) + 2(𝑄12 +

2𝑄66)sin
2(𝜑)cos2(𝜑) + 𝑄22cos

4(𝜑),  

�̅�66 = (𝑄11+ 𝑄22 − 2𝑄12−

𝑄66)sin
2(𝜑)cos2(𝜑) + 𝑄66(sin

4(𝜑) +

sin4(𝜑)),  

�̅�44 = 𝑄44cos
2(𝜑) + 𝑄55sin

2(𝜑), 
�̅�55 = 𝑄55cos

2(𝜑) + 𝑄44sin
2(𝜑),  

𝑄11 =
𝐸1

1 − 𝜗12𝜗21
,  

𝑄22 =
𝐸2

1 − 𝜗12𝜗21
, 

 𝑄12 =
𝜗12𝐸2

1 − 𝜗12𝜗21
, 𝑄66 = 𝐺12 , 

𝑄44 = 𝐺23 , 𝑄55 = 𝐺13  
 

به پوسته برای  برای  دینامیکی  معادلات  آوردن  دست 

از اصل استوانه قسمت قبلی  مشابه  چندلایه  کامپوزیتی  ای 

کنیم. تغییرات استفاده می 12همیلتون معرفی شده در رابطه  

 شود:صورت زیر بیان میانرژی جنبشی به

(23) 

δΠ𝐾 = ∫ ∫ 𝜌𝑠(�̇�2δ�̇�2 + �̇�2δ�̇�2

𝐻

2

−
𝐻

2
𝐴

+ �̇�2δ�̇�2 ) 𝑑𝑧𝑑𝐴

= ∫ [𝐼02(�̇� 2δ�̇�2
𝐴

+ �̇�2δ�̇�2+ �̇�2δ�̇�2
)

+ 𝐼12(�̇�2δ�̇�𝑥2

+ �̇�2δ�̇�𝜃2+ �̇�𝑥2δ�̇�2
+ +�̇�𝜃2δ�̇�2)

+ 𝐼22(�̇�𝑥2δ�̇�𝑥2

+ �̇�𝜃2δ�̇�𝜃2)]𝑑𝐴 

مین لایه کامپوزیتی در پوسته است  sچگالی   𝜌𝑠که  درحالی

استوانه  Aو   پوسته  دامنه  است.  مساحت  کامپوزیتی  ای 

 همچنین روابط زیر را داریم:  

(24) 

𝐼02 = ∫ 𝜌𝑠𝑑𝑧
𝐻

2

−
𝐻

2

= ∑ 𝜌𝑠 (𝐻𝑠 − 𝐻𝑠−1),
𝑁
𝑠=1   

𝐼12 = ∫ 𝜌𝑠𝑧𝑑𝑧
𝐻

2

−
𝐻

2

=
1

2
∑ 𝜌𝑠(𝐻𝑠

2 −𝑁
𝑠=1

𝐻𝑠−1
2),  

𝐼22 = ∫ 𝜌𝑠𝑧
2𝑑𝑧

𝐻

2

−
𝐻

2

=
1

3
∑𝜌𝑠(𝐻𝑠

3

𝑁

𝑠=1

− 𝐻𝑠−1
3), 

کامپوزیتیاستوانه  پوسته  برای  یکرنش  انرژی  تغییر  ای 

 است: شده  بیان صورتبه

(25) 
δΠ𝑠 = ∫ ∫ (𝜎𝑥𝑥2δ휀𝑥𝑥2 + 𝜎𝜃𝜃2δ휀𝜃𝜃2

𝐻

2

−
𝐻

2
𝐴

+ 𝜏𝑥𝜃2δ𝛾𝑥𝜃2
+ 𝜏𝜃𝑧2δ𝛾𝜃𝑧2
+ 𝜏𝑥𝑧2δ𝛾𝑥𝑧2) 𝑑𝑧𝑑𝐴 

  ای استوانه  پوسته  روی  بر  شده  اعمال  خارجی  کار  تغییر

 کرد:  بیان صورتبه  توانمی را کامپوزیت

(26) 
δΠ𝑓 = ∫ ∆𝑃2

𝐴

δ𝑤2𝑑𝐴

= ∫ (𝑝2
T + 𝑝2

R

𝐴

− 𝑝3
T)δ𝑤2𝑑𝐴 
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جایگزینی  نهایت،  در  اصل  در  26  و  ،25  ،23  معادلات  با 

 کلی ارتعاشی  معادلات ،آمده است 12  معادلهکه در   همیلتون

 .آیند می دستبه مرکب  ایاستوانه  پوسته برای حرکت

(27) 

δ𝑢2 :  
𝜕𝑁𝑥𝑥2

𝜕𝑥
+

1

𝑟̅

𝜕𝑁𝑥𝜃2

𝜕𝜃
= 𝐼02

𝜕2𝑢2

𝜕𝑡2
+

𝐼12
𝜕2𝜓𝑥2

𝜕𝑡2
 , 

δ𝑣2 :  
𝜕𝑁𝑥𝜃2

𝜕𝑥
+

1

𝑟̅

𝜕𝑁𝜃𝜃2

𝜕𝜃
+

𝑄𝜃𝑧2

𝑟̅
= 𝐼02

𝜕2𝑣2

𝜕 𝑡2
+

𝐼12
𝜕2𝜓𝜃2

𝜕𝑡2
, 

δ𝑤1 :  
𝜕𝑄𝑥𝑧2

𝜕𝑥
+

1

𝑟̅

𝜕𝑄𝜃𝑧2

𝜕𝜃
−
𝑁𝜃𝜃2

𝑟̅
=

𝐼02
𝜕2𝑤2

𝜕𝑡2
−∆𝑃2 , 

δ𝜓𝑥1 :  
𝜕𝑀𝑥𝑥2

𝜕𝑥
+

1

𝑟̅

𝜕𝑀𝑥𝜃2

𝜕𝜃
− 𝑄𝑥𝑧2 =

𝐼12
𝜕2𝑢2

𝜕𝑡2
+ 𝐼22

𝜕2𝜓𝑥2

𝜕𝑡2
  , 

δ𝜓𝜃1 :  
1

𝑟̅

𝜕𝑀𝜃𝜃2

𝜕𝜃
+

𝜕𝑀𝑥𝜃2

𝜕𝑥
− 𝑄𝜃𝑧2 =

𝐼12
𝜕2𝑣2

𝜕𝑡2
+ 𝐼22

𝜕2𝜓𝜃2

𝜕𝑡2
 , 

 که:درحالی

(28) 

[𝑁𝑥𝑥2, 𝑀𝑥𝑥2
] = ∫ 𝜎𝑥𝑥2 [1, 𝑧]𝑑𝑧

𝐻

2

−
𝐻

2

,      

[𝑁𝑥𝜃2, 𝑀𝑥𝜃2
] = ∫ 𝜏𝑥𝜃2 [1, 𝑧]𝑑𝑧

𝐻

2

−
𝐻

2

 , 

[𝑁𝜃𝜃2,𝑀𝜃𝜃2
] = ∫ 𝜎𝜃𝜃2[1, 𝑧]𝑑𝑧

𝐻

2

−
𝐻

2

,   

𝑄𝑥𝑧2 = 𝑘𝑠 ∫ 𝜏𝑥𝑧2𝑑𝑧
𝐻

2

−
𝐻

2

 ,     

𝑄𝜃𝑧2 = 𝑘𝑠 ∫ 𝜏𝜃𝑧2𝑑𝑧

𝐻

2

−
𝐻

2

. 

و  20  معادلات به توجه  با)  28  معادله با جایگزینی نهایت، در

 در  جاییجابه  برحسب  تعادل  معادله  ،27  معادله  در(  21

پتانسیلترم  همچنین،  .است  آمده ب پیوست  هایهای 

 به  توانند می  جداره  دو  ساختار  جاییجابه  اجزای  و  الکتریکی

 :[35]  باشد   زیر شکل

(29) 〈𝑢1,𝑢2 ,𝜓𝑥1 ,𝜓𝑥2〉 =

∑ ei(𝜔𝑡−𝑘𝑥𝑥)〈�̃�1 , �̃�2, �̃�𝑥1 ,�̃�𝑥2〉cos(𝑛𝜃)
∞
𝑛=0 ,  

〈𝑣1 ,𝑣2 ,𝜓𝜃1 , 𝜓𝜃2〉 =

∑ ei(𝜔𝑡−𝑘𝑥𝑥)〈�̃�1, �̃�2 , �̃�𝜃1 ,�̃�𝜃2〉sin(𝑛𝜃)
∞
𝑛=0 , 

〈𝑤1 , 𝑤2 , 𝜙𝑖𝑛,𝜙𝑒𝑥〉 =

∑ 𝑒 i(𝜔𝑡−𝑘𝑥𝑥)〈�̃�1 , �̃�2 , �̃�𝑖𝑛, �̃�𝑒𝑥〉cos(𝑛𝜃)
∞
𝑛=0 , 

,�̃�1〉که  درحالی �̃�2,�̃�𝑥1, �̃�𝑥2〉  ،〈�̃�1, �̃�2, �̃�𝜃1,�̃�𝜃2〉   و

〈�̃�1, �̃�2,�̃�in ,�̃�ex〉  بیانگر ضرایب مودال برای دو پوسته  

 شماره مود در جهت محیطی است.  𝑛ای هستند و استوانه

 . شرایط سازگاری سیال/سازه2-2-3

سه محیط   فرض شده که  بیرون پوسته در اینجا  آکوستیک 

تر تر و بین دو پوسته و درون پوسته کوچکای بزرگاستوانه

 حاوی هوا باشد.  

سیال اندرکنش  رابطه  در -براساس  جهت شعاعی،  در  سازه، 

استوانه پوسته  در تماس  دو  آکوستیک  محیط  سه  با  که  ای 

صورت زیر برقرار باشد سازه باید به است، شرایط مرزی سیال/

[36]: 

(30) 

𝜕

𝜕�̅�
(𝑝1

I + 𝑝1
R)|

�̅�=𝑟
= −𝜌

𝜕2𝑤1

𝜕𝑡2
,    

𝜕

𝜕�̅�
(𝑝2

T+ 𝑝2
R)|

�̅�=𝑟
= −𝜌

𝜕2𝑤1

𝜕𝑡2
,  

𝜕

𝜕�̅�
(𝑝2

T+ 𝑝2
R)|

�̅�=𝑅
= −𝜌

𝜕2𝑤2

𝜕𝑡2
,  

𝜕𝑝3
T

𝜕�̅�
|
�̅�=𝑅

= −𝜌
𝜕2𝑤2
𝜕𝑡2

 

 شده کوپل  دینامیکی  معادله  شانزده  جبری،  محاسبات از  بعد 

  سیستم یک  فرم در  جبری  معادلات دسته  به و  شده  جداسازی

 آید. می  دستبه شده کوپل 16×16 ماتریسی

  یافته  توسعه  حاکم  روابط در 30و   29معادلات   با جایگزینی

 صورتبه اینجا در  ، نتایج  پیوست الف و ب در شده  داده  شرح

 است:  شده  ارائه  زیر
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(31)  
[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 𝐾1,5 𝐾1,6 𝐾1,7 𝐾1,8 𝐾1,9 𝐾1,10 𝐾1,11 0 0 0 0 0

0 0 0 0 𝐾2,5 𝐾2,6 𝐾2,7 𝐾2,8 𝐾2,9 𝐾2,10 𝐾2,11 0 0 0 0 0

𝐾3,1 𝐾3,2 𝐾3,3 0 𝐾3,5 𝐾3,6 𝐾3,7 𝐾3,8 𝐾3,9 𝐾3,10 𝐾3,11 0 0 0 0 0

0 0 0 0 𝐾4,5 𝐾4,6 𝐾4,7 𝐾4,8 𝐾4,9 𝐾4,10 𝐾4,11 0 0 0 0 0

0 0 0 0 𝐾5,5 𝐾5,6 𝐾5,7 𝐾5,8 𝐾5,9 𝐾5,10 𝐾5,11 0 0 0 0 0

0 0 0 0 𝐾6,5 𝐾6,6 𝐾6,7 𝐾6,8 𝐾6,9 𝐾6,10 𝐾6,11 0 0 0 0 0

0 0 0 0 𝐾7,5 𝐾7,6 𝐾7,7 𝐾7,8 𝐾7,9 𝐾7,10 𝐾7,11 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝐾8,12 𝐾8,13 𝐾8,14 𝐾8,15 𝐾8,16
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝐾9,12 𝐾9,13 𝐾9,14 𝐾9,15 𝐾9,16
0 𝐾10,2 𝐾10,3 𝐾10,4 0 0 0 0 0 0 0 𝐾10,12 𝐾10,13 𝐾10,14 𝐾10,15 𝐾10,16
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝐾11,12 𝐾11,13 𝐾11,14 𝐾11,15 𝐾11,16
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝐾12,12 𝐾12,13 𝐾12,14 𝐾12,15 𝐾12,16

𝐾13,1 0 0 0 0 0 𝐾13,7 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 𝐾14,2 𝐾14,3 0 0 0 𝐾14,7 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 𝐾15,2 𝐾15,3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝐾15,14 0 0
0 0 0 𝐾16,4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝐾16,14 0 0 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑃1𝑛

R

𝑃2𝑛
T

𝑃2𝑛
R

𝑃3𝑛
T

�̃�1
𝑣1
�̃�1
𝜓𝑥1

𝜓𝜃1

𝜙 in

𝜙ex
�̃�2
𝑣2
�̃�2
𝜓𝑥2

𝜓𝜃2}
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
0
0
𝑓3
0
0
0
0
0
0
0
0
0
𝑓13
0
0
0 }
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

   

 .است شده  بیان ج پیوست در  های ماتریسدرایه آن در  که

 

 . افت انتقال صوت3

افت انتقال صوت بیانگر نسبت لگاریتمی از شدت توان صوت  

به شدت توان صوت  گذر کرده از پوسته استوانه دوجداره  ای 

افت   زیر برای محاسبه  رابطه  آن است.  انتقال برخوردی به 

 :[35]گیرد صوت در پوسته مورد استفاده قرار می

(32) STL = 10log
1

𝜏
 

فاکتور انتقالی توان صوت است که بیانگر نسب    𝜏که  درحالی

استوانه کرده از پوسته  صوت گذر  توان توان  به  دوجداره  ای 

آن است و   بیانگر  به  Πtrو  Πincصوت برخوردی به  ترتیب 

است که  صوت عبوری از سازه  و توان  صوت ورودی  توان 

 :[35]شود صورت زیر نشان داده میبه

 

(33) 
  Πtr =

∑ π𝑅

𝜀𝑛

∞
𝑛 Re [�̃�3𝑛

T 𝐻𝑛
(1)(𝑘3�̅�𝑅2)(i𝜔�̃�2)

∗],  

Πinc =
𝑟𝑝0

2

𝜌𝑐
cos𝛼 𝜏 =

Πtr

Πinc
, 

 

 . نتایج عددی4

جدول   به  1در  مواد  پژوهش خواص  دراین  شده  برده  کار 

 بر موارد زیرآورده شده است:علاوه

𝑟 = 1.84m, 𝑅 = 1.8m, ℎ = 1mm,𝐻 = 1mm, ℎ𝑝
= 0.2mm, 
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 . خواص مکانیکی مواد1دولج

 مشخصات

 )وصله پیزوالکتریک(
PZT-4 

𝑐11 (GPa) ثوابت الاستیک  = 132, 𝑐12 = 71, 𝑐22 = 132, 

𝑐13 = 73, 𝑐33 = 115 , 𝑐66 = 30.5 

𝑒31 (C m−2)ثوابت پیزوالکتریک  = −4.1, 𝑒32 = −4.1, 

𝑒24 = 10.5, 𝑒15 = 10.5 

9C V−10)الکتریک دی 
−1

 m−1) 𝜅11 = 5.841, 𝜅22 = 5.841,      𝜅33 = 7.124 

𝜌𝑝 (kg/m3) چگالی جرمی = 5550 

 فلز سرامیک مشخصات هسته

𝐸𝑐 (GPa) ثوابت الاستیک  = 390 𝐸𝑚 = 70 

𝜗𝑐 نسبت پواسون = 0.24 𝜗𝑚 = 0.3 

𝜌𝑚 (kg/m3)چگالی جرمی = 2700 𝜌𝑐 = 3960 

 گرافیت / اپوکسی یه کامپوزیتمشخصات لا

𝐸1 (GPa) ثوابت الاستیک  = 181, 𝐸2 = 103,   𝐺12 = 7.17, 𝐺13 = 7.17, 𝐺23 = 2.87 

𝜗12 نسبت پواسون = 0.28 

𝜌s (kg/m3)چگالی جرمی = 1580 

 هوا مشخصات محیط آکوستیک 

𝑐0 (m/s) سرعت صوت = 343 

𝜌0 (kg/m3)چگالی جرمی = 1.21 

 گرایی. نتایج هم4-1

قسمت هم این  صوت  در  انتقال  افت  از  ناشی  نتایج  گرایی 

فرکانس خاص  برای  تحریک  𝑓)های  =100, 500, 1k, 

10k Hz)  یه برخوردوابرای ز (𝛼 = نشان داده شده   (45°

شکل  هماناست.   در  می  2طورکه  افزایش مشاهده  با  شود 

تحریک، شماره مود بیشتری برای هم گرایی نتایج  فرکانس 

شکل   براساس  است.  به   240،  2نیاز  رسیدن  برای  مود 

نیاز است. هم بازه فرکانسی بالا   گرایی در 

 
 هاگرایی افت انتقال صوت تحت شماره مودهم .2شکل 
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نتایج. 4-2    اعتبارسنجی 

روابط  درستی  و  صحت  که  است  نیاز  نتایج  ارائه  از  قبل 

با حذف   استخراج شده نشان داده شود. در این قسمت در ابتدا 

آکوستیک و وصله فرکانس ترم فشار  ده  پیزوالکتریک،  های 

( بعد  بدون  رابطه  𝜔dimensionlessطبیعی  از  که   )

𝜔dimensionless = 𝜔𝑅√(1− 𝜗
2)𝜌/𝐸    محاسبه

دست آورده  ای الاستیکی بهشود برای یک پوسته استوانهمی

است.    [  38و 37]با مراجع   2و در جدول  شده   مقایسه شده 

است نتایج از دقت بالایی برخوردار همان گونه که مشخص 

 .هستند 

 ای الاستیک وانه . اعتبارسنجی فرکانس طبیعی بدون بعد یک پوسته است2جدول

n Ref. [] Ref. [] Present 

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

 یبدون بعد را برا  یهایعیطبفرکانس ی،بعد   یدر اعتبارسنج

دولا زاو  یهو سه لا  یهدو حالت  ر  یافال  یهبا  دست به  امتعامد 

توجه  . قابلیماکرده یسهمقا  3[ در جدول  39آورده و با مرجع ]

حالت که  تئور  یناش  یجنتا  یانگرب  CTاست  ک یکلاس  یاز 

حالتپوسته است،  مرتبه    یبرش  یهنظر  یانگرب  HSDTها 

اول است.   یبرش یهنظر  یانگرب  FSDTسوم و حالت   مرتبه 

مهمان مشاهده  به   یککلاس  یهنظر  شودیطورکه  توجه  با 

ب  یدارا  گیردیرا درنظر نم  یاثرات برش  ینکها   یشتریاختلاف 

 مرتبه اول و سوم است. یبرش یجبا نتا

 

 مختلف چینییه تحت لا یتیکامپوز یاپوسته استوانه  یک بدون بعد  یعیفرکانس طب یاعتبارسنج. 3جدول

Lamination L/R CT [] HSDT [] FSDT [] present 

(0°, 90°)
 0866/0  0804/0  0791/0  0765/0 

 1630/0  1566/0  1552/0  1405/0 

(0°, 90°, 0°)
 1479/0  1007/0  1004/0  1002/0 

 2073/0  1777/0  1779/0  1728/0 
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بعد  مرحله  طب  یدر  برا  یعیفرکانس  پوسته   یک  یرا 

𝛽𝑝با فرض    یزوالکتریکپ  یااستوانه = 2𝜋 دست آورده  به

برحسب شماره    4[ در جدول 40شده توسط ]گزارش  یجو با نتا

است که در اشده است. قابل  یسهمود مقا   nجدول   ینتوجه 

مشماره مود است. همان   ارائه  یجنتا  شودیگونه که مشاهده 

 برخوردار هستند.  یقسمت از دقت قابل قبول  یندر ا  شده

 ای پیزوالکتریک پوسته استوانه اعتبارسنجی فرکانس طبیعی با بعد یک  . 4جدول 

𝑛 = 4 𝑛 = 3 𝑛 = 2 𝑛 = 1 Study 

0039/1  5301/0  2433/0  4583/0  
Ref. 
[] 

9086/0  4806/0  2298/0  4582/0  present 

سنجی نتایج ناشی از افت انتقال صوت، با حذف  برای صحت

های پیزوالکتریک، افت انتقال خواص مواد کامپوزیتی و وصله

استوانه تک جداره  صوت را در دو حالت پوسته  ای آلومینیوم 

دوجداره   که غوطهو  هنگامی  هوا  سیال  محیط  در  شده  ور 

صوت موج  برخورد  𝛼زاویه  = در  45° محدوده    است 

به مشخص  شده فرکانسی  گزارش  نتایج  با  و  آورده  دست 

مرجع   شکل    [41]توسط  کرده  3در  قابلمقایسه  توجه  ایم. 

جایی کلاسیک است که مرجع ذکر شده از تئوری میدان جابه

است.پوسته کرده  استفاده  شکل همان  ها  این  از  طورکه 

 مشخص است نتایح از دقت بالایی برخوردار هستند. 

  
 ای در بازه فرکانسی. مقایسه افت انتقال صوت یک و دو پوسته استوانه 3شکل 

 نتایج اصلی. 4-3

 انتقال افت  تغییرات  بر برخوردی  موج  زاویه  اثرات  4 شکل در

جداره  ایاستوانه  پوسته  در  صوت  از  شده  تشکیل  دو 

  عنوان به  تابعی  مواد هسته  با همراه  پیزوالکتریک  هایوصله

  عنوان به  چینی  دولایه  با  کامپوزیتی  پوسته  و  بیرونی  پوسته

 مشخص فرکانسی  محدوده  داخلی  پوسته

 (10 < 𝑓 < 10000Hz) فرض با 

 𝑝 = 1,𝑁 = 2, 𝛽𝑝 = 15
°, (0°,90°),𝑉 =  مورد  0

رفتار است  گرفته  قرار  بررسی در  که  است  ذکر  قابل   .

مهم   یارفرکانس بسدو   یااستوانه یهاپوسته  یبروآکوستیکو

است  ینهنقطه افت انتقال صوت کم  دو ینوجود دارد که در ا

از ا  و هر و  ینکدام  که   یهایژگینقاط  دارند  را  خود  خاص 

ر هستند از: فرکانس  ظاهر   یناول (𝑓𝑟)  ینگعبارت  فرکانس 

د فرکانس  رشده  مح  یمحدوده  در آن  با   یطاست که  پوسته 

طول موج  م  یطول  برابر  اشودیآن  هم  ین.    یشهفرکانس 

زاو بعد   یهمستقل از  فرکانس   یبرخورد بوده است، فرکانس 

عدد موج  یلفه شعاعؤشدن م یکسان( است که با 𝑓𝑐)  یبحران

فرکانس  ینپوسته متناظر است. ا یطیصوت با عدد موج مح
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 یهدر خارج از پوسته به زاو  یالس یانتنها در صورت حضور جر

شکل   در  است،  وابسته  ا4برخورد  مکان  فرکانس   ین،  دو 

پد  در  است.  شده  هرچقدر   یدهمشخص  صوت  انتقال  افت 

باشد صدا کمتر به درون   یشترانتقال صوت بدامنه افت  یزانم

کنترل  و   کنترل سختی یهدو ناح  ین. همچنکند یپوسته نفوذ م

ناحشکجرم   در  شده است که  مشخص    کنترل سختی  یهل 

تحر از فرکانس  فرکانس   شودیشروع م  یآغاز  یککه  تا  و 

دار  ینگر سخت  دادامه  انتقال   یاثرات  افت  بهبود  بر  سازه 

م سازه  از  کرده  گذر  درحالؤصوت  هستند  ناحیثر  در    یه که 

 یشروع و تا فرکانس بحران ینگکه از فرکانس ر کنترل جرم

اثرات جرم سازه ب دارد  در   یبروآکوستیکبر روند و یشترادامه 

مشخص است   4ثر است. از شکل  ؤم  ایاستوانه  هایپوسته

با   ناحبرخ  یهزاو  افزایشکه  تا  ر  یهورد  افت   ینگ،فرکانس 

در ناحیدرحال  کند یم  یداپ  یشانتقال صوت افزا دو  ینب  یهکه 

 یهزاو  یشافت انتقال صوت با افزا ی،و بحران ینگفرکانس ر

طرفشودیبرخورد کمتر م م ی. از  گونه همان  شودیمشاهده 

فرکانس  یانکه ب مکان  مستقل از   یو بحران ینگر  یهاشد 

 است.  یکبرخورد امواج آکوست  یهزاو

 
 . اثرات زاویه برخورد موج آکوستیک بر افت انتقال صوت4شکل

توانی که نشانگر  5در شکل   تابع  ایندکس  به بررسی اثرات 

سازه ترکیبی از فلز و سرامیک است  میزان خواص مکانیکی 

افت انتقال صوت در پوسته استوانه دو جداربر تغییرات  ه  ای 

همراه با هسته مواد تشکیل شده از وصله پیزوالکتریک  های 

با دو لایه تابعی به بیرونی و پوسته کامپوزیتی  پوسته  عنوان 

به مشخص  چینی  فرکانسی  محدوده  داخلی  پوسته  عنوان 

(10 < 𝑓 < 10000Hz) با فرض 

𝑁 = 2, 𝛽𝑝 = 15
°, (0°,90°),𝛼 = 45°, 𝑉 = 0 

شده است.   پرداخته 

با افزایش   این است که 5دست آمده از شکل  نکات مهم به

پارامتر ایندکس تابع توانی، از آنجا که خواص مکانیکی سازه 

کند و سختی سازه کمتر  تدریج از سرامیک به فلز میل میبه

ناحیه  می ابتدایی فرکانسی که  ناحیه  بنابراین در  کنترل  شود 

می نامیده  میسختی  کمتر  صوت  انتقال  افت  شود شود، 

درناحیه بین فرکانس ریندرحالی و فرکانس بحرانی   𝑓𝑟گ که 

𝑓𝑐  آ به  ناحیه  که  می  کنترل جرمن  انتقال  گفته  افت  شود، 

پیدا   افزایش  توانی  تابع  ایندکس  پارامتر  افزایش  با  صوت 

علاوه مشخص است که مکان دو فرکانس رینگ  کند. بهمی

 و بحرانی به تغییرات ایندکس تابع توانی بستگی دارد.  

 
 تابع توانی بر افت انتقال صوت. اثرات ایندکس 5شکل 

شکل   سوی    6در  از  شده  اعمال  الکتریکی  ولتاژ  اثرات 

بیرونی در پوسته استوانهوصله پیزوالکتریک  خارجی های  ای 

افت انتقال صوت در پوسته استوانه دو جداره  بر تغییرات  ای 
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همراه با هسته مواد تشکیل شده از وصله پیزوالکتریک  های 

پوستابعی به با دو لایه عنوان  بیرونی و پوسته کامپوزیتی  ته 

به مشخص  چینی  فرکانسی  محدوده  داخلی  پوسته  عنوان 

(10 < 𝑓 < 10000Hz) با فرض 

𝑁 = 2, 𝛽𝑝 = 15
°, (0°,90°),𝛼 = 45°, 𝑝 = 1 

همان است.  شده  میپرداخته  دیده  که  فرکانس گونه  شود 

به سمت چپ محور افقی  الکتریکی  ولتاژ  افزایش  با  رینگ 

می درحالیمیل  فرکانس کند  الکتریکی  ولتاژ  افزایش  با  که 

بحرانی به سمت راست میل کرده و ناحیه نوسانی بیشتر شده 

 است.

های اثرات ولتاژ الکتریکی اعمالی از طرف وصله . 6شکل 

 پیزوالکتریک بر افت انتقال صوت

شکل وصله  8و    7های  در  تعداد  پیزوالکتریک  اثرات  های 

بیرونی بر تغییرات افت انتقال پوسته استوانهکار رفته در  به ای 

10)صوت سازه با فرض < 𝑓 < 10000Hz)  و 

 𝛽𝑝 = 5°, (0°,90°),𝛼 = 45°, 𝑝 = نشان داده شده   1

است که در  است. قابل اعمال   7شکل  توجه  الکتریکی  ولتاژ 

از طرف وصله درحالیشده  صفر بوده  پیزوالکتریک  که  های 

شکل   الکتریکی    8در  ولتاژ  است. در   100مقدار  بوده  ولت 

می  7شکل   وصلهمشاهده  تعداد  افزایش  با  که  های  شود 

ناحیه   در  صوت مخصوصا  افت انتقال  کنترل  پیزوالکتریک، 

 𝑓𝑐فرکانس بحرانی    و 𝑓𝑟که ناحیه بین فرکانس رینگ   جرم

میبوده است افت بیشتر می شود که شود. همچنین مشاهده 

وصله فرکانس رینگ با افزایش تعداد  پیزوالکتریک،   𝑓𝑟های 

میل می شکل به سمت چپ محور افقی  با دقت در    8کند. 

که سازه تحت ولتاژ الکتریکی اعمال شود هنگامیمشاهده می

طرف وصله از  پیزوالکتشده  تعداد  های  تغییرات  است،  ریک 

صوت اثر دارد  وصله بیشتر بر افت انتقال  پیزوالکتریک  های 

بالا بیشتر   فرکانس  در ناحیه  و افت انتقال صوت را خصوصا 

وصلهمی تعداد  اثر  طرفی  از  بر  کند.  پیزوالکتریک  های 

الکتریکی  جابه حضور میدان  فرکانس رینگ در  مکان  جایی 

بیشتر بوده است. 

  
های پیزوالکتریک بر افت انتقال صوت . اثرات تعداد وصله 7شکل 

 وقتی ولتاژ صفر باشد 

های پیزوالکتریک بر افت انتقال صوت . اثرات تعداد وصله  8شکل 

 باشد 100وقتی ولتاژ
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کار رفته در مواد تابعی استفاده  به بیان اثرات فلز به  9در شکل 

بیرونی بر افت انتقال صوت گذر کرده از سازه  شده در پوسته 

فرض   با  مشخصی  فرکانسی  محدوده  𝑁در  = 2, 𝛽𝑝 =

15°, V = 0, (0°, 90°),𝛼 = 45°, 𝑝 = شده   1 پرداخته 

است. در این قسمت اثرات سه فلز آلومینیوم، فولاد و بریلیوم 

است.   شده  داده  نشان  صوت  انتقال  افت  تغییرات  بر 

به  صورت زیر است:خصوصیات مکانیکی فولاد 

 𝐸𝑚 = 210GPa , 𝜗𝑚 = 0.3, 𝜌𝑚 = 7800
kg

m3⁄   

خصوصیات  درحالی بریلیوم بهکه   صورت زیر است:مکانیکی 

 𝐸𝑚 = 310GPa , 𝜗𝑚 = 0.032, 𝜌𝑚 = 1850
kg

m3⁄   

فاز فلز هنگامیگونه که از این شکل مشخص است  همان که 

به باشد  بریلیوم  از جنس  تابعی  در هسته مواد  شده   استفاده 

کنترل ناحیه  در  بالا  الاستیسیته  داشتن مدول    سختی  دلیل 

ناحیه قبل از فرکانس رینگ  است، افت انتقال صوت   𝑓𝑟که 

ناحیه کنترلبیشتر شده درحالی در  ناحیه بین دو  جرم که  که 

رینگ   فرکانس بحرانی   𝑓𝑟فرکانس  انتقال   𝑓𝑐و  است، افت 

فولاد دارای بیشترین چگالی  شود. بهصوت بیشتر می علاوه 

ناحیه   بیشترین مقدار  کنترل جرم  جرمی است که در  دارای 

بریلیوم که  شود افت انتقال صوت است. همچنین مشاهده می

ری فرکانس  مقدار  بیشترین  فرکانس دارای  کمترین  و  نگ 

 بحرانی است. 

 
 کار رفته در مواد تابعی بر افت انتقال صوت. اثرات فلز به 9شکل 

شکل   در 10در  شده  استفاده  کامپوزیتی  ماده  نوع  اثرات   ،

استوانه از پوسته  کرده  صوت گذر  انتقال  بر افت  داخلی  ای 

فرض با  مشخصی  فرکانسی  محدوده  در  : اینکه  سازه   

 𝑁 = 2,𝛽𝑝 = 15
°, V = 0, (0°,90°),𝛼 = 45°, 𝑝

= 1 
گلس/ اپوکسی به صورت نشان داده شده است. خواص ماده 

 :زیر است

 𝐸1 = 38.6𝐺𝑃𝑎, 𝐸2 = 8.2𝐺𝑃𝑎 , 𝐺12 = 4.2𝐺𝑃𝑎, 𝐺13
= 4.2𝐺𝑃𝑎 , 𝐺23 = 3.45𝐺𝑃𝑎 , 𝜌𝑠

= 1900
kg

m3⁄  

دارای سختی بیشتری نسبت به  گرافیت/ اپوکسی  ازآنجاکه 

است،   اپوکسی  کنترلگلس/  ناحیه  در  که   سختی  بنابراین 

رینگ   فرکانس  از  قبل  صوت   𝑓𝑟ناحیه  انتقال  افت  است، 

ناحیه بین دو جرم   که در ناحیه کنترل بیشتر شده درحالی که 

رینگ   فرکانس بحرانی   𝑓𝑟فرکانس  انتقال   𝑓𝑐و  است، افت 

گونه که از شکل مشخص است، شود. همانصوت کمتر می

 کند.افزایش پیدا می  سختی  ناحیه کنترل در افت انتقال صوت

 
 . اثرات نوع ماده کامپوزیتی بر افت انتقال صوت10شکل 

ب، اثرات نوع لایه11نهایتا در شکل  کار رفته در هچینی الیاف 

ای کامپوزیتی داخلی  بر افت انتقال صوت گذر پوسته استوانه

با فرض فرکانسی مشخصی  𝑁کرده از سازه در محدوده  =

2, 𝛽𝑝 = 15
°, V = 0, 𝛼 = 45°, 𝑝 = نشان داده شده   1

ص بدین  لایهاست.  حالت  سه  که  دوورت   چینی 
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,°0)لایه 90° ,°0)لایه    سه  ،( 90° , لایه   چهار  و  (0°

(0°, 90° , 90° ,0° سازه   ( در  صوت  انتقال  افت  تغییرات  بر 

چینی شود با افزایش لایهدرنظر گرفته شده است. مشاهده می

پیدا افزایش  سازه  سختی  صوت  الیاف،  انتقال  افت  و  کرده 

کند. همچنین دیده بیشتر شده و صدا کمتر از سازه عبور می

لایهمی افزایش  با  تغییر شود  رینگ  فرکانس  الیاف،  چینی 

فرکانس بحرانی بیشتر تغییر پیدا  ارد درحالیمحسوسی ند  که 

 کند.  می

 
کار رفته در پوسته کامپوزیتی چینی الیاف به . اثرات لایه 11شکل 

 بر افت انتقال صوت

 گیری  . نتیجه5

پوسته  ویبروآکوستیک  بررسی رفتار  به  حاضر،  پژوهش  در 

پوسته ای دوجداره که مابین آنها هوا وجود دارد و از دو استوانه

های پیزوالکتریک و پوسته مرکز مواد تابعی همراه با وصلههم

کامپوزیتی چندلایه تشکیل شده است، پرداخته شد. با استفاده  

ماکسول  روابط  با  همراه  اول  برشی مرتبه  میدان  نظریه  از 

ساختاری  معادلات  ابتدا  در  پیزوالکتریک،  مواد  به  مربوط 

استوانه مواپوسته  از  شده  تشکیل  با ای  همراه  تابعی  د 

بهوصله پیزوالکتریک  از های  استفاده  با  سپس  و  دست آمد 

ها و استفاده در روابط های اصلاح شده برای کامپوزیتسختی

ساختاری  معادلات  همیلتون  اصل  نهایتا  و  کرنش  تنش 

برای پوسته استوانه  -آکوستیکی   تشکیل شده دینامیکی  ای 

بهاز کامپوزیت چند   دست آمد.  لایه 

دست آوردن خواص مکانیکی  سازی مواد تابعی و بهبرای مدل

دو  خواص  ترکیب  از  که  چگالی  و  الاستیسیته  مدول  مانند 

شده تشکیل  و سرامیک  فلز  که ماده  توانی  تابع  از مدل  اند، 

را در جهت ضخامت پوسته مشخص می کند تغییرات خواص 

ال/ استفاده شد. از طرفی دیگر با استفاده از شرایط مرزی سی

بین دو  و  اول  پوسته  بیرون  آکوستیک  محیط  در سه  سازه 

کوپلینگ   معادلات  سری  یک  دوم،  پوسته  داخل  و  پوسته 

به سازه  دینامیکی  سیال  معادلات  با  جمعا  که  آمد  دست 

معادلات  به پوسته،  دو  برای  همیلتون  اصل  از  آمده  دست 

 دادند.  دینامیکی جزیی کل سیستم را تشکیل  

های سری فوریه، معادلات دینامیکی جزیی  با استفاده از بسط

می تبدیل  جبری  معادلات  دسته  به  حل  خطی  با  که  شود 

جبری و به های فشار صوت خروجی دست آوردن ترممعادله 

ای، افت جایی عرضی دو پوسته استوانهاز پوسته داخلی و جابه

استوانه . برخی  ای تعیین شد انتقال صوت در پوسته دوجداره 

عبارت است از مهم نتایج حاصل شده از این پژوهش  ترین 

 از: 

سازه  • صوت در  افت انتقال  به بهبود  قادر  اعمالی  ولتاژ 

بالا بوده است.   خصوصا در نواحی فرکانس 

افت  • رینگ،  فرکانس  ناحیه  برخورد تا  زاویه  افزایش  با 

می پیدا  افزایش  صوت  درحالیانتقال  ناحیه  کند  در  که 

ف با بین دو  بحرانی، افت انتقال صوت  رینگ و  رکانس 

زاویه برخورد کمتر می  شود.افزایش 

خواص  • توانی، ازآنجاکه  تابع  پارامتر ایندکس  با افزایش 

به سازه  کند  تدریج از سرامیک به فلز میل میمکانیکی 

کمتر می ابتدایی و سختی سازه  ناحیه  بنابراین در  شود 

کنترل ناحیه  مینامید  سختی  فرکانسی که  افت ه  شود، 

می کمتر  صوت  درحالیانتقال  درشود  بین    که  ناحیه 

ناحیه   آن  به  که  بحرانی  فرکانس  و  رینگ  فرکانس 

با افزایش گفته می  جرم کنترل شود، افت انتقال صوت 

 کند.پارامتر ایندکس تابع توانی افزایش پیدا می
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انحنای   • زاویه  افزایش  اثرات  پایین  فرکانس  ناحیه  در 

پیوصله درحالیهای  بوده  کم  آن زوالکتریک  اثرات  که 

بر   بالا و بعد از فرکانس رینگ  بیشتر در ناحیه فرکانس 

انتقال صوت مشهود می با افت  بدین صورت که  شود. 

افزایش زاویه انحناء افت انتقال صوت بیشتر شده و صدا  

 کند.کمتر از سازه عبور می

پید  • سازه افزایش  سختی  الیاف  چینی  لایه  افزایش  ا  با 

کمتر   صوت  و  بیشتر شده  صوت  انتقال  افت  و  کرده 

 کند.ازسازه عبور می

وصله • تعداد  افزایش  انتقال با  افت  پیزوالکتریک،  های 

کنترل ناحیه  در  مخصوصا  بین    جرم  صوت  ناحیه  که 

رینگ   بحرانی    𝑓𝑟فرکانس  فرکانس  شده   𝑓𝑐و  بیشتر 

 است.

لایه • افزایش  سازه  با  سختی  الیاف،  پیدا  چینی  افزایش 

کرده و افت انتقال صوت بیشتر شده و صدا کمتر از سازه 

 کند.  عبور می
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یوست الف:پ

δ𝑢1: 𝑎11
𝜕2𝑢1
𝜕𝑥2

+𝑏11
𝜕2𝜓𝑥1
𝜕𝑥2

+𝑎12
1

�̅�
(
𝜕2𝑣1
𝜕𝑥𝜕𝜃

+
𝜕𝑤1
𝜕𝑥

)

+
𝑏12
�̅�

𝜕2𝜓𝜃1
𝜕𝑥𝜕𝜃

 

+𝑓31
𝜕𝜙𝑖𝑛
𝜕𝑥

+ 𝑓3̅1
𝜕𝜙ex
𝜕𝑥

+
𝑎66
�̅�
(
𝜕2𝑣1
𝜕𝑥𝜕𝜃

+
1

�̅�

𝜕2𝑢1
𝜕𝜃2

)+ 

𝑏66

𝑟̅
(
𝜕2𝜓𝜃1

𝜕𝑥𝜕𝜃
+
1

𝑟̅

𝜕2𝜓𝑥1

𝜕𝜃2
) = 𝐼01

𝜕2𝑢1

𝜕𝑡2
+ 𝐼11

𝜕2𝜓𝑥1

𝜕𝑡2
,         

( 1 الف ) 

 

δ𝑣1:  𝑎66 (
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𝜕𝑥2
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�̅�
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𝜕𝑥𝜕𝜃
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�̅�
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𝜕𝜙𝑖𝑛
𝜕𝜃

+ 𝑓3̅2
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𝜕𝜃
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�̅�
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�̅�
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𝑟̅
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𝑟̅
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𝜕𝜙in

𝜕𝜃
+

𝑘𝑠𝑙3̅2
𝜕𝜙ex

𝜕𝜃
= 𝐼01

𝜕2𝑣1

𝜕𝑡2
+ 𝐼11

𝜕2𝜓𝜃1

𝜕𝑡2
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           ( 2الف  ) 

 

δ𝑤1: 𝑘𝑠𝑎55(
𝜕𝜓𝑥1
𝜕𝑥
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𝜕2𝑤1
𝜕𝑥2
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𝑎12
�̅�

𝜕𝑢1
𝜕𝑥

 

−
𝑏12

𝑟̅

𝜕𝜓𝑥1

𝜕𝑥
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𝑎22

𝑟̅

1

𝑟̅
(
𝜕𝑣1

𝜕𝜃
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𝑏22

𝑟̅

𝜕𝜓𝜃1

𝜕𝜃
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1

𝑟̅
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+𝑔31
𝜕𝜙𝑖𝑛
𝜕𝑥
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𝜕𝑥
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�̅�
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𝜕𝑥𝜕𝜃

+
1

�̅�
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𝜕𝜃2
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+
𝑑66
�̅�
(
𝜕2𝜓𝜃1
𝜕𝑥𝜕𝜃

+
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�̅�

𝜕2𝜓𝑥1
𝜕𝜃2
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−𝑘𝑠𝑎55 (𝜓𝑥1+
𝜕𝑤1

𝜕𝑥
)+ 𝑘𝑠𝑙31

𝜕𝜙in

𝜕𝑥
+

𝑘𝑠𝑙3̅1
𝜕𝜙ex

𝜕𝑥
= 𝐼11

𝜕2𝑢1

𝜕𝑡2
+ 𝐼21

𝜕2𝜓𝑥1

𝜕𝑡2
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δ𝜓𝜃1:   𝑏66 (
𝜕2𝑣1
𝜕𝑥2

+
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+
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𝜕2𝑤1
𝜕𝑥2

+
𝜕𝜓𝑥1
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)
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𝜕𝜓𝜃1
𝜕𝜃
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𝜕2𝑤1
𝜕𝜃2
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𝜕𝑣1
𝜕𝜃
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−𝑓31
𝜕𝑢1
𝜕𝑥
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𝑤1
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−𝑝11
𝜕2𝜙in

𝜕𝑥2
−𝑝22

𝜕2𝜙in

𝜕𝜃2
+𝑝33𝜙in= 0,    

 ( )

 

δ𝜙ex:   𝑙 ̅31(
𝜕2𝑤1
𝜕𝑥2

+
𝜕𝜓𝑥1
𝜕𝑥

)

+ 𝑙 ̅32(
𝜕𝜓𝜃1
𝜕𝜃

+
1

�̅�

𝜕2𝑤1
𝜕𝜃2

−
1

�̅�

𝜕𝑣1
𝜕𝜃
) 

−𝑓3̅1
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

− �̅�31
𝜕𝜓𝑥1
𝜕𝑥

− 𝑓3̅2(
1

�̅�

𝜕𝑣1
𝜕𝜃

+
𝑤1
�̅�
)

−
1

�̅�
�̅�32

𝜕𝜓𝜃1
𝜕𝜃

 

−�̅�11
𝜕2𝜙ex

𝜕𝑥2
− �̅�22

𝜕2𝜙ex

𝜕𝜃2
+ �̅�33𝜙ex= 0,        

( 7الف  ) 

:کهدرحالی  

[𝑎11, 𝑏11, 𝑑11] =

∑ ∫ ∫ 𝑐11
−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

[1, 𝑧, 𝑧2]
𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

𝑑𝑧𝑑𝜃+𝑁
𝛾=1

∫ ∫
𝐸(𝑧)

1−𝜗(𝑧)2
[1, 𝑧, 𝑧2]

ℎ

2

−
ℎ

2

2π

0 𝑑𝑧𝑑𝜃+

∑ ∫ ∫ 𝑐11

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

[1, 𝑧, 𝑧2]𝑑𝑧𝑑𝜃𝑁
𝛾=1 ,  

[𝑎12, 𝑏12, 𝑑12] =

∑ ∫ ∫ 𝑐12[1, 𝑧, 𝑧
2]

−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

𝑑𝑧𝑑𝜃+𝑁
𝛾=1

∫ ∫
𝜗(𝑧)𝐸(𝑧)

1−𝜗(𝑧)2
[1, 𝑧, 𝑧2]

ℎ

2

−
ℎ

2

2π

0 𝑑𝑧𝑑𝜃+

 ∑ ∫ ∫ 𝑐12

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

[1, 𝑧, 𝑧2]
𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

𝑑𝑧𝑑𝜃𝑁
𝛾=1 ,  

[𝑎22, 𝑏22, 𝑑22] =

∑ ∫ ∫ 𝑐22
−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

[1, 𝑧, 𝑧2]𝑑𝑧𝑑𝜃+𝑁
𝛾=1

∫ ∫
𝐸(𝑧)

1−𝜗(𝑧)2
[1, 𝑧, 𝑧2]

ℎ

2

−
ℎ

2

2π

0 𝑑𝑧𝑑𝜃+

 ∑ ∫ ∫ 𝑐22[1, 𝑧, 𝑧
2]

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

𝑑𝑧𝑑𝜃𝑁
𝛾=1 ,  

𝑎44 = ∑ ∫ ∫ 𝑐44
−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

𝑑𝑧𝑑𝜃+𝑁
𝛾=1

∫ ∫
𝐸(𝑧)

2(1+𝜗(𝑧)2)

ℎ

2

−
ℎ

2

2π

0 𝑑𝑧𝑑𝜃+

 ∑ ∫ ∫ 𝑐44

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

𝑑𝑧𝑑𝜃𝑁
𝛾=1 ,  

𝑎55 = ∑ ∫ ∫ 𝑐55
−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

𝑑𝑧𝑑𝜃+𝑁
𝛾=1

∫ ∫
𝐸(𝑧)

2(1+𝜗(𝑧)2)

ℎ

2

−
ℎ

2

2π

0 𝑑𝑧𝑑𝜃+

∑ ∫ ∫ 𝑐55

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

𝑑𝑧𝑑𝜃𝑁
𝛾=1 ,  

[𝑎66, 𝑑66] =

∑ ∫ ∫ 𝑐66
−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

[1, 𝑧2]𝑑𝑧𝑑𝜃+𝑁
𝛾=1

∫ ∫
𝐸(𝑧)

2(1+𝜗(𝑧)2)

ℎ

2

−
ℎ

2

[1, 𝑧2]
2π

0 𝑑𝑧𝑑𝜃+

 ∑ ∫ ∫ 𝑐66

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

[1, 𝑧2]𝑑𝑧𝑑𝜃𝑁
𝛾=1 ,  

[𝑓31, 𝑔31] =

∑ ∫ ∫ 2𝑒31
−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

(𝑧 +𝑁
𝛾=1

ℎ+ℎ𝑝

2
)[1, 𝑧]𝑑𝑧𝑑𝜃 , 

[𝑓3̅1,�̅�31] =

∑ ∫ ∫ 2𝑒31

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

(𝑧 −𝑁
𝛾=1

ℎ+ℎ𝑝

2
)[1, 𝑧]𝑑𝑧𝑑𝜃 , 

[𝑓32, 𝑔32] =

∑ ∫ ∫ 2𝑒32
−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

(𝑧 +𝑁
𝛾=1

ℎ+ℎ𝑝

2
)[1, 𝑧]𝑑𝑧𝑑𝜃 , 

[𝑓3̅2,�̅�32] =

∑ ∫ ∫ 2𝑒32

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

(𝑧 −𝑁
𝛾=1

ℎ+ℎ𝑝

2
)[1, 𝑧]𝑑𝑧𝑑𝜃 , 

𝑙31 = ∑ ∫ ∫ 𝑒15
−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

[(𝑧 +𝑁
𝛾=1

ℎ+ℎ𝑝

2
)
2

− (
ℎ𝑝

2
)
2
] 𝑑𝑧𝑑𝜃 , 

𝑙 ̅31 = ∑ ∫ ∫ 𝑒15

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

[(𝑧 −𝑁
𝛾=1

ℎ+ℎ𝑝

2
)
2

− (
ℎ𝑝

2
)
2
] 𝑑𝑧𝑑𝜃 , 

𝑙32 = ∑ ∫ ∫ 𝑒24
−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

1

𝑟+𝑧
[(𝑧 +𝑁

𝛾=1

ℎ+ℎ𝑝

2
)
2

− (
ℎ𝑝

2
)
2
] 𝑑𝑧𝑑𝜃 , 

𝑙 ̅32 = ∑ ∫ ∫ 𝑒24
1

𝑟+𝑧

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

[(𝑧 −𝑁
𝛾=1

ℎ+ℎ𝑝

2
)
2

− (
ℎ𝑝

2
)
2
] 𝑑𝑧𝑑𝜃 , 
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𝑝11 = ∑ ∫ ∫ 𝑘11
−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

[(𝑧 +𝑁
𝛾=1

ℎ+ℎ𝑝

2
)
2

− (
ℎ𝑝

2
)
2
]
2

𝑑𝑧𝑑𝜃 , 

�̅�11 = ∑ ∫ ∫ 𝑘11

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

[(𝑧 −𝑁
𝛾=1

ℎ+ℎ𝑝

2
)
2

− (
ℎ𝑝

2
)
2
]
2

𝑑𝑧𝑑𝜃 , 

𝑝22 =

∑ ∫ ∫ 𝑘22(
1

𝑟+𝑧
)
2−

ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

[(𝑧 +𝑁
𝛾=1

ℎ+ℎ𝑝

2
)
2

− (
ℎ𝑝

2
)
2
]
2

𝑑𝑧𝑑𝜃 , 

�̅�22 =

∑ ∫ ∫ 𝑘22

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

(
1

𝑟+𝑧
)
2𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐

(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)
[(𝑧 −𝑁

𝛾=1

ℎ+ℎ𝑝

2
)
2

− (
ℎ𝑝

2
)
2
]
2

𝑑𝑧𝑑𝜃 , 

𝑝33 = ∑ ∫ ∫ 4𝑘33
−
ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑝

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

(𝑧 +𝑁
𝛾=1

ℎ+ℎ𝑝

2
)
2

𝑑𝑧𝑑𝜃 , 

�̅�33 = ∑ ∫ ∫ 4𝑘33

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

𝛾𝛽𝑝+(𝛾−1)𝛽𝑐
(𝛾−1)(𝛽𝑝+𝛽𝑐)

(𝑧 −𝑁
𝛾=1

ℎ+ℎ𝑝

2
)
2

𝑑𝑧𝑑𝜃  

 پیوست ب: 

δ𝑢2: 𝐴11
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
+ 𝐵11

𝜕2𝜓𝑥2

𝜕 𝑥2
+ 𝐴12

1

𝑟̅
(
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥𝜕𝜃
+

𝜕𝑤2

𝜕𝑥
) +

𝐵12

𝑟̅

𝜕2𝜓𝜃2

𝜕𝑥𝜕𝜃
+
𝐴66

𝑟̅
(
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥𝜕𝜃
+
1

𝑟̅

𝜕2𝑢2

𝜕𝜃2
) +

𝐵66

𝑟̅
(
𝜕2𝜓𝜃2

𝜕𝑥𝜕𝜃
+

1

𝑟̅

𝜕2𝜓𝑥2

𝜕𝜃2
) = 𝐼02

𝜕2𝑢2

𝜕𝑡2
+

𝐼12
𝜕2𝜓𝑥2

𝜕𝑡2
,    

                 ( 1ب  )

δ𝑣2 :  𝐴66 (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2
+
1

𝑟̅

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥𝜕𝜃
) + 𝐵66 (

𝜕2𝜓𝜃2

𝜕𝑥2
+

1

𝑟̅

𝜕2𝜓𝑥2

𝜕𝑥𝜕𝜃
) +

𝐴12

𝑟̅

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥𝜕𝜃
+
𝐵12

𝑟̅

𝜕2𝜓𝑥2

𝜕𝑥𝜕𝜃
+

𝐴22

𝑟̅

1

𝑟̅
(
𝜕2𝑣2

𝜕𝜃2
+
𝜕𝑤2

𝜕𝜃
) +

𝐵22

𝑟̅

1

𝑟̅

𝜕2𝜓𝜃2

𝜕𝜃2
+

𝑘𝑠

𝑟̅
𝐴44 (𝜓𝜃2 +

1

𝑟̅

𝜕𝑤2

𝜕𝜃
−
𝑣2

𝑟̅
) = 𝐼02

𝜕2𝑣2

𝜕𝑡2
+

𝐼12
𝜕2𝜓𝜃2

𝜕𝑡2
,                 

 ( 2ب  ) 

δ𝑤2 : 𝑘𝑠𝐴55 (
𝜕𝜓𝑥2

𝜕𝑥
+

𝜕2𝑤2

𝜕𝑥2
) +

𝑘𝑠𝐴44

𝑟̅
(
𝜕𝜓𝜃2

𝜕𝜃
+

1

𝑟̅

𝜕2𝑤2

𝜕𝜃2
−

1

𝑟̅

𝜕𝑣2

𝜕𝜃
) −

𝐴12

𝑟̅

𝜕𝑢2

𝜕𝑥
−

𝐵12

𝑟̅

𝜕𝜓𝑥2

𝜕𝑥
−

𝐴22

𝑟̅

1

𝑟̅
(
𝜕𝑣2

𝜕𝜃
+𝑤2) −

𝐵22

𝑟̅

𝜕𝜓𝜃2

𝜕𝜃
= 𝐼02

𝜕2𝑤2

𝜕𝑡2
−

∆𝑃2,   
( 3ب  ) 

δ𝜓𝑥2 :  𝐵11
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
+𝐷11

𝜕2𝜓𝑥2

𝜕𝑥2
+

𝐵12
1

𝑟̅
(
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥𝜕𝜃
+
𝜕𝑤2

𝜕𝑥
) +

𝐷12

𝑟̅

𝜕2𝜓𝜃2

𝜕𝑥𝜕𝜃
+

𝐵66

𝑟̅
(
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥𝜕𝜃
+
1

𝑟̅

𝜕2𝑢2

𝜕𝜃2
) +

𝐷66

𝑟̅
(
𝜕2𝜓𝜃2

𝜕𝑥𝜕𝜃
+

1

𝑟̅

𝜕2𝜓𝑥2

𝜕𝜃2
) − 𝑘𝑠𝐴55 (𝜓𝑥2 +

𝜕𝑤2

𝜕𝑥
) =

𝐼12
𝜕2𝑢2

𝜕𝑡2
+ 𝐼22

𝜕2𝜓𝑥2

𝜕𝑡2
,  

( 4ب  ) 

δ𝜓𝜃2 :   𝐵66 (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2
+
1

𝑟̅

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥𝜕𝜃
) + 𝐷66 (

𝜕2𝜓𝜃2

𝜕𝑥2
+

1

𝑟̅

𝜕2𝜓𝑥2

𝜕𝑥𝜕𝜃
) +

𝐵12

𝑟̅

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥𝜕𝜃
+

𝐷12

𝑟̅

𝜕2𝜓𝑥2

𝜕𝑥𝜕𝜃
+

𝐵22

𝑟̅

1

𝑟̅
(
𝜕2𝑣2

𝜕𝜃2
+

𝜕𝑤2

𝜕𝜃
) +

𝐷22

𝑟̅

1

𝑟̅

𝜕2𝜓𝜃2

𝜕𝜃2
−

𝑘𝑠𝐴44 (𝜓𝜃2 +
1

𝑟̅

𝜕𝑤2

𝜕𝜃
−

𝑣2

𝑟̅
) = 𝐼12

𝜕2𝑣2

𝜕𝑡2
+

𝐼22
𝜕2𝜓𝜃2

𝜕𝑡2
,      

( 5ب  ) 

:هکدرحالی  

𝐴11 = ∑ 𝑄11(𝐻𝑠 −𝐻𝑠−1),
𝑁
𝑠=1  𝐴12 =

∑ 𝑄12(𝐻𝑠 −𝐻𝑠−1),
𝑁
𝑠=1  

𝐴22 = ∑ 𝑄22(𝐻𝑠 −𝐻𝑠−1),
𝑁
𝑠=1  𝐴66 =

∑ 𝑄66(𝐻𝑠 −𝐻𝑠−1),
𝑁
𝑠=1  

𝐴44 = ∑ 𝑄44(𝐻𝑠 −𝐻𝑠−1),
𝑁
𝑠=1  𝐴55 =

∑ 𝑄55(𝐻𝑠 −𝐻𝑠−1),
𝑁
𝑠=1  

𝐵11 =
1

2
∑ 𝑄11(𝐻𝑠

2 −𝐻𝑠−1
2),𝑁

𝑠=1  𝐵12 =
1

2
∑ 𝑄12(𝐻𝑠

2 −𝐻𝑠−1
2),𝑁

𝑠=1   

𝐵22 =
1

2
∑ 𝑄22(𝐻𝑠

2 − 𝐻𝑠−1
2),𝑁

𝑠=1  𝐵66 =
1

2
∑ 𝑄66(𝐻𝑠

2 −𝐻𝑠−1
2),𝑁

𝑠=1   

𝐷11 =
1

3
∑ 𝑄11(𝐻𝑠

3 −𝐻𝑠−1
3),𝑁

𝑠=1  𝐷12 =
1

3
∑ 𝑄12(𝐻𝑠

3 −𝐻𝑠−1
3),𝑁

𝑠=1   
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𝐷22 =
1

3
∑ 𝑄22(𝐻𝑠

3 −𝐻𝑠−1
3),𝑁

𝑠=1  𝐷66 =
1

3
∑ 𝑄66(𝐻𝑠

3 −𝐻𝑠−1
3),𝑁

𝑠=1   

 

 پیوست ج

𝐾1,5 = −𝑎11𝑘𝑥
2 −

𝑎66

𝑟2
𝑛2 + 𝐼01𝜔

2 ,   𝐾1,6 =

𝐾2,5 = −
i

𝑟
𝑘𝑥𝑛(𝑎12 +𝑎66), 

𝐾1,7 = −𝐾3,5 = −
i

𝑟
𝑘𝑥𝑎12 ,   𝐾1,8 = 𝐾4,5 =

−𝑏11𝑘𝑥
2 −

𝑏66

𝑟2
𝑛2 + 𝐼11𝜔

2, 

𝐾1,9 = 𝐾5,5 = −
i

𝑟
𝑘𝑥𝑛(𝑏12 + 𝑏66),    

𝐾1,10 = −𝐾6,5 = −i𝑘𝑥𝑓31 , 

𝐾1,11 = −𝐾7,5 = −i𝑘𝑥𝑓3̅1 ,   𝐾2,6 =

−𝑎66𝑘𝑥
2 −

𝑎22

𝑟2
𝑛2 −

𝑘𝑠𝑎44

𝑟2
+ 𝐼01𝜔

2 , 

𝐾2,7 = 𝐾3,6 = −
𝑎22

𝑟2
𝑛 −

𝑘𝑠𝑎44

𝑟2
𝑛,    𝐾2,8 =

𝐾4,6 = −
i

𝑟
𝑘𝑥𝑛(𝑏12 + 𝑏66),’ 

𝐾2,9 = 𝐾5,6 = −𝑏66𝑘𝑥
2 −

𝑏22

𝑟2
𝑛2 +

𝑘𝑠𝑎44

𝑟
+

𝐼11𝜔
2,    𝐾2,10 = −

𝑓32

𝑟
𝑛 −

𝑘𝑠𝑙32

𝑟
𝑛, 

𝐾2,11 = −
𝑓3̅2

𝑟
𝑛 −

𝑘𝑠𝑙 ̅32

𝑟
𝑛,   𝐾3,1 =

𝐻𝑛
(2)(𝑘1𝑟̅𝑟),   𝐾3,2 = −𝐻𝑛

(1)(𝑘2𝑟̅𝑟), 

𝐾3,3 = −𝐻𝑛
(2)(𝑘2𝑟̅𝑟),    𝐾3,7 = −𝑘𝑥

2𝑘𝑠𝑎55 −
𝑘𝑠𝑎44

𝑟2
𝑛2 −

𝑎22

𝑟2
+ 𝐼01𝜔

2,  

𝐾3,8 = −𝐾4,7 = −i𝑘𝑥𝑘𝑠𝑎55 + i𝑘𝑥
𝑏12

𝑟
,   

𝐾3,9 = 𝐾5,7 =
𝑘𝑠𝑎44

𝑟
𝑛 −

𝑏22

𝑟2
𝑛, 

𝐾3,10 = −𝑘𝑥
2𝑘𝑠𝑙31 −

𝑘𝑠𝑙32𝑛
2

𝑟
−
𝑓32

𝑟
 ,   𝐾3,11 =

−𝑘𝑥
2𝑘𝑠𝑙3̅1 −

𝑘𝑠𝑙3̅2𝑛
2

𝑟
−
𝑓3̅2

𝑟
, 

𝑓3 = −𝑝0휀𝑛(−i)
𝑛𝐽𝑛(𝑘1𝑟̅𝑟),  𝐾4,8 =

−𝑘𝑥
2𝑑11 −

𝑑66

𝑟2
𝑛2 − 𝑘𝑠𝑎55 + 𝐼21𝜔

2 , 

𝐾4,9 = 𝐾5,8 = −i𝑘𝑥
1

𝑟
𝑛(𝑑12 + 𝑑66) ,  

𝐾4,10 = −i𝑘𝑥𝑔31 + i𝑘𝑥𝑘𝑠 𝑙31, 

𝐾4,11 = −i𝑘𝑥�̅�31 + i𝑘𝑥𝑘𝑠 𝑙3̅1,  𝐾5,9 =

−
𝑑22

𝑟2
𝑛2 − 𝑘𝑥

2𝑑66 − 𝑘𝑠𝑎44 + 𝐼21𝜔
2,  

𝐾5,10 = −
𝑔32

𝑟
𝑛 + 𝑘𝑠𝑙32𝑛,    𝐾5,11 =

−
𝑔32

𝑟
𝑛 + 𝑘𝑠𝑙 3̅2𝑛,  

𝐾6,6 = −
𝑓32

𝑟
𝑛 −

𝑙32

𝑟
𝑛 ,   𝐾6,7 = −𝑘𝑥

2𝑙31 −

𝑙32𝑛
2

𝑟
−
𝑓32

𝑟
 , 

𝐾6,8 = i𝑘𝑥𝑔31 − i𝑘𝑥𝑙31 ,  𝐾6,9 = −
𝑔32

𝑟
𝑛 +

𝑙32𝑛 ,  𝐾6,10 = 𝑝11𝑘𝑥
2 +𝑝22𝑛

2 +𝑝33 , 

𝐾6,11 = 𝐾7,10 = 0,  𝐾6,6 = −
𝑓32

𝑟
𝑛 −

𝑙32

𝑟
𝑛 ,  

𝐾7,6 = −
𝑓3̅2

𝑟
𝑛 −

𝑙3̅2

𝑟
𝑛 , 

𝐾7,7 = −𝑘𝑥
2𝑙3̅1 −

𝑙3̅2𝑛
2

𝑟
−

𝑓3̅2

𝑟
 ,  𝐾7,8 =

i𝑘𝑥 �̅�31 − i𝑘𝑥𝑙 3̅1 ,  𝐾7,9 = −
𝑔32

𝑟
𝑛 + 𝑙3̅2𝑛 , 

𝐾7,11 = 𝑝̅11𝑘𝑥
2 +𝑝2̅2𝑛

2 +𝑝3̅3 ,  𝐾8,12 =

−𝐴11𝑘𝑥
2 −

𝐴66

𝑅2
𝑛2 + 𝐼02𝜔

2 , 

𝐾8,13 = 𝐾9,12 = −
i

𝑅
𝑘𝑥𝑛(𝐴12 + 𝐴66),  

𝐾8,14 = −𝐾10,12 = −
i

𝑅
𝑘𝑥𝐴12, 

𝐾8,15 = 𝐾11,12 = −𝐵11𝑘𝑥
2 −

𝐵66

𝑅2
𝑛2 +

𝐼12𝜔
2, 𝐾8,16 = 𝐾12,12 = −

i

𝑅
𝑘𝑥𝑛(𝐵12 +

𝐵66), 

𝐾9,13 = −𝐴66𝑘𝑥
2 −

𝐴22

𝑅2
𝑛2 −

𝑘𝑠𝐴44

𝑅2
+ 𝐼02𝜔

2  , 

𝐾9,14 = 𝐾10,13 = −
𝐴22

𝑅2
𝑛 −

𝑘𝑠𝐴44

𝑅2
𝑛, 

𝐾9,15 = 𝐾11,13 = −
i

𝑅
𝑘𝑥𝑛(𝐵12 + 𝐵66),  

𝐾9,16 = 𝐾12,13 = −𝐵66𝑘𝑥
2 −

𝐵22

𝑅2
𝑛2 +

𝑘𝑠𝐴44

𝑅
+ 𝐼12𝜔

2, 

  𝐾10,2 = 𝐻𝑛
(1)(𝑘2𝑟̅𝑅),  𝐾10,3 = 𝐻𝑛

(2)(𝑘2𝑟̅𝑅),  

𝐾10,4 = −𝐻𝑛
(1)(𝑘3𝑟̅𝑅), 

𝐾10,14 = −𝑘𝑥
2𝑘𝑠𝐴55 −

𝑘𝑠𝐴44

𝑅2
𝑛2 −

𝐴22

𝑅2
+

𝐼02𝜔
2,   𝐾10,15 = −𝐾11,14 = −i𝑘𝑥𝑘𝑠𝐴55 +

i𝑘𝑥
𝐵12

𝑅
, 

𝐾10,16 = 𝐾12,14 =
𝑘𝑠𝐴44

𝑅
𝑛 −

𝐵22

𝑅2
𝑛,  𝐾11,15 =

−𝑘𝑥
2𝐷11 −

𝐷66

𝑅2
𝑛2 − 𝑘𝑠𝐴55 + 𝐼22𝜔

2 , 

𝐾11,16 = 𝐾12,15 = −i𝑘𝑥
1

𝑅
𝑛(𝐷12 + 𝐷66) ,  

𝐾12,16 = −
𝐷22

𝑅2
𝑛2 − 𝑘𝑥

2𝐷66 −𝑘𝑠𝐴44 +

𝐼22𝜔
2 , 

𝐾13,1 = 𝑘1𝑟̅𝐻𝑛
(2) ′(𝑘1𝑟̅𝑟) , 𝐾13,7 = −𝜌𝜔2 ,  

𝑓13 = −𝑝0휀𝑛(−i)
𝑛𝑘1𝑟̅ 𝐽𝑛

′ (𝑘1𝑟̅𝑟) , 
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𝐾14,2 = 𝑘2𝑟̅𝐻𝑛
(1) ′(𝑘2𝑟̅𝑟) ,  𝐾14,3 =

𝑘2𝑟̅𝐻𝑛
(2) ′(𝑘2𝑟̅𝑟) ,  𝐾14,7 = −𝜌𝜔2 , 

𝐾15,2 = 𝑘2𝑟̅𝐻𝑛
(1) ′(𝑘2𝑟̅𝑅) ,  𝐾15,3 =

𝑘2𝑟̅𝐻𝑛
(2) ′(𝑘2𝑟̅𝑅) , 

𝐾15,14 = −𝜌𝜔2 ,  𝐾16,4 = 𝑘3𝑟̅𝐻𝑛
(1) ′(𝑘3𝑟̅𝑅) ,  

𝐾16,14 = −𝜌𝜔2 

 

 نوشت:يپ

 
1. Fluid-structure interaction (FSI) 


