
 

ش 
عا

رت
و ا

ت 
و

ص
ي 

م
عل

ة 
ري

ش
ن

 
ل

سا
 /

  
ة

ار
م

ش
 /

م 
ه

د
 

/ 
م 

ست
بی

14
00

 
ت 

حا
ف

ص
 /

71 
-  

83 
 ..

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

1
 

m
e
c
h

_
m

a
g

@
y
a

h
o

o
.c

o
m

 

 

 

 

 

71 

 پژوهشی  مقاله
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شوند و اثراتی  آل و کامل فرض میصورت ایدههای مکانیکی اتصالات بهطور معمول در تحلیل دینامیکی سیستمبه

لقی، تغییر شکل اثرات روغننظیر  نادیده گرفته میهای موضعی، سایش و  از شرایط مرزی،  کاری  نوع  این  شوند. 

شوند. در این تحقیق اثرات  آل تعریف میعنوان شرایط مرزی غیرایدهآل داشته و بهکوچکی از شرایط ایدهانحرافات  

عنوان یک سیستم غیرخطی ضعیف،  گاه ساده، بهبرنولی با تکیه -آل در ارتعاشات آزاد تیر اویلر شرایط مرزی غیرایده

های چندگانه مورد تحلیل و بررسی قرار گرفته و نتایج  پوانکاره و مقیاس-های اغتشاشی لیندشتتبا استفاده از روش

آنها با هم مقایسه شده است. مشاهده شد که نتایج حاصل از دو روش نتایج حاصل از دو روش با یکدیگر همخوانی 

دست آمده از دو روش  ها، با صفر فرض کردن پارامتر اغتشاشی، فرکانس خطی بهسنجی روشمنظور صحتدارند. به 

صورت  انس مراجع پیشین مقایسه شده است که نتایج برابر هستند. برای بررسی موضوع یکی از شرایط مرزی بهبا فرک

ی  گردد ولی بسته به شمارهآل درنظر گرفته شد، در این حالت وجود لقی سبب افزایش دامنه شکل مود میغیرایده

گاه سبب برهم  نین وجود لقی در یک تکیهتواند منجر به افزایش و یا کاهش فرکانس طبیعی شود. همچمود می

 گردد.خوردن تقارن شکل مودها نیز می

های چندگانهپوانکاره، روش مقیاس-آل، روش لیندشتتلقی، اغتشاش، شرایط مرزی غیرایده

 . مقدمه1

سیستم ارتعاشات  تکیهدر  شرایط  انواع  پیوسته،  گاهی  های 

پاسخ روی  مستقیم  تأثیر  و  بوده  اهمیت  و  دارای  ها 

واقعی    های های طبیعی دارد. شرایط مرزی سیستمفرکانس

تکیه  انواع  از  استفاده  با  تکیهگاهمعمولاً  مانند  ساده،  ها  گاه 

ایده  ... و  آزاد  لغزشی،  میآلگیردار،  واقع  سازی  در  شوند. 

نزدیکسیستم انتخاب  با  واقعی  مرزی  های  شرایط  ترین 

شوند و همیشه فرض بر آن است که  سازی میآل مدلایده

ایده شرایط  بهاین  برقر آل  دقیق  در  طور  اگرچه  هستند.  ار 

آل  های واقعی، همواره مقداری انحراف از شرایط ایدهسیستم

به دارد.  خود  وجود  انتهای  دو  در  که  تیر  یک  مثال،  عنوان 

از  توسط پین به تکیه گاه صلب متصل شده است با استفاده 

تکیه  مرزی  گردد که در آن  سازی میگاه ساده مدلشرایط 

ر با صفر است. اگرچه، در مجموعه  ها برابها و تغییرشکلممان
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پین و سوراخ مقداری لقی و اصطکاک وجود دارد که منجر  

تغییرشکل ایجاد  تیر  به  انتهای  در  ممان  یا  کوچک  های 

از  می کوچکی  انحرافات  مرزی،  شرایط  از  نوع  این  گردد. 

ایده بهشرایط  و  دارند  غیرایدهآل  مرزی  شرایط  آل  عنوان 

آل  ی تأثیر شرایط مرزی غیرایدهشوند. جهت بررستعریف می

سیستم، می ارتعاشات  مورد  در  سیستم  که  کرد  فرض  توان 

ضعیف  غیرخطی  سیستم  یک  با    1بررسی  آن  پاسخ  و  بوده 

دست خواهد  ایجاد اغتشاش در پاسخ سیستم خطی متناظر به

به برای  فرض  این  با  میآمد،  پاسخ  آوردن  از  دست  توان 

. در چهار دهه اخیر  [5-1] داستفاده نمو  2های اغتشاشی روش

سازی لقی موجود در اتصالات های بسیاری جهت مدلتلاش

ادامه  و   تحلیل اثرات ناشی از آن صورت گرفته است که در 

 به بعضی از آنها اشاره خواهد شد.

شده با  ارتعاشات یک تیر کشیده  [1]4و بویاسی   3پکدمیرلی

غیرایده مرزی  با  شرایط  مقاله  این  در  نمودند.  تحلیل  را  آل 

تکیه  غیرایدهفرض  دارای  گاه  که  تیر،  طرف  دو  هر  در  آل 

معادله  جابه هستند،  صفر  گشتاور  و  زمان  با  متغیر  جایی 

با   تیر  مقیاسارتعاشات  روش  از  حل  استفاده  چندگانه  های 

های طبیعی  شده است. نتایج حاکی از آن است که فرکانس

موج   نیم  شماره  به  است    nبسته  ممکن  تغییرات،  دامنه  و 

همان همچنین  یابد.  افزایش  یا  و  انتظار  کاهش  که  گونه 

انتهایی غیرمتحرک  می نتیجه شرایط  تیر در  رود، کشیدگی 

 گردد. ختی آن میدر تیر سبب افزایش س

از روش اغتشاشات به     [2]پکدمیرلی و بویاسی   با استفاده 

غیرایده مرزی  شرایط  تأثیر  ارتعاشات بررسی  روی  بر  آل 

های پیوسته پرداختند. در این مقاله ابتدا تأثیر شرایط  سیستم

های طبیعی و شکل مودهای  آل روی فرکانسمرزی غیرایده

گیردار  -گاه  لغزشیگاه ساده و یک تیر با تکیهیک تیر با تکیه

بررسی گردید سپس    5پوانکاره-اده از روش لیندشتتبا استف 

غیرایده مرزی  شرایط  با  طولی  متحرک  کابل  با  یک  و  آل 

مقیاس چندگانه روش  با    6های  گرفت.  قرار  بررسی  مورد 

تغییر در  کوچک  تغییرات  که شکل فرض  شد  مشاهده  ها، 

فرکانسعلاوه تغییر در  دامنهبر  ارتعاشات های طبیعی،  های 

تغییر   دامنه مینیز  سرعت کنند.  و  ارتعاشی  مود  به  بسته  ها 

 محوری کابل ممکن است افزایش یا کاهش یابند.  

در مقاله دیگری  به بررسی ارتعاشات   [3]پکدمیرلی و بویاسی  

اویلر تیر  تکیه  - یک  با  تکیهبرنولی  یک  و  ساده  گاه  گاه 

تقریبی  غیرایده مقاله حل  این  آل در وسط آن پرداختند. در 

و   اغتشاشات  تئوری  از  استفاده  با  مقیاسمسئله  های  روش 

های  گاههای فرکانسی برای تکیه دست آمد و پاسخچندگانه به

آل مقایسه گردید. نتایج نشان داد که بسته  آل و غیرایدهایده

موقعیت و  ارتعاشی  مود  تکیه به  اثر  در  غیرایدهها،  آل،  گاه 

و یا  های طبیعی میفرکانس یا کاهش یافته  افزایش  توانند 

توانند تحت تأثیر  نند. شکل مودها نیز میبدون تغییر باقی بما

آل قرار بگیرند. برای تعیین این تغییرات، باید  گاه غیرایدهتکیه 

 انجام شود.  𝜀2محاسبات در مرتبه  

کمانش و ارتعاشات عرضی یک ورق    [4]  8و سم اس   7آیدگدو

از آنها  دارای تکیه  9گرد مستطیلی همسان گاه ساده که یکی 

معغیرایده مقاله  این  در  نمودند.  بررسی  را  است،  ادله  آل 

از روش لیندشتت پوانکاره مورد تحلیل  -ارتعاشی با استفاده 

استفاده از شرط حل پذیری در  قرار گرفت. با توجه به عدم 

ابتدا،   از  برای شکل مود  این تحقیق و فرض پاسخ صحیح 

های بیشتر وجود  گاهامکان توسعه این روش برای تعداد تکیه 

طور  شکل مود بهندارد. همچنین در این مقاله اثرات لقی در  

 واضح مورد بررسی قرار نگرفته است.

دارای    [5]بویاسی   و  کششی  میرایی  با  تیر  یک  ارتعاشات 

آل را بررسی نمود. در این تحقیق برای  شرایط مرزی غیرایده

آل  بررسی اثر ترکیبی میرایی کششی و شرایط مرزی غیرایده

اغتشاشی مقیاس است.   های چندگانهاز روش  استفاده شده 

است که درحالی آن  از  اثرات کششی سبب نتایج حاکی  که 

فرکانس میافزایش  غیرایدهها  مرزی  شرایط  آل  شوند، 

 ها شوند.توانند سبب افزایش و یا کاهش فرکانسمی

قیصری   و  غیرایده  [6]محمدی  مرزی  شرایط  در  تأثیر  آل 

را بررسی نمودند.   10کمانش یک ورق مستطیلی مدرج تابعی
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از  در این تحقیق تیر روی تکیه گاه ساده قرار داشته و یکی 

غیرایدهگاهتکیه  معادله  ها  حل  برای  است.  شده  فرض  آل 

وانکاره استفاده گردیده  پ -کمانش از روش اغتشاشی لیندشتت

است که بارهای بحرانی   است. نتایج این تحقیق حاکی از آن

آل،  گاه غیرایدهجایی عرضی در تکیهکمانش  تحت تأثیر جابه

، ممکن است کاهش و یا افزایش  nبسته به شماره نیم موج 

 یابد.

احمدیان   و  میراشده   [7]کمالی  تیر  غیرخطی  ارتعاشات 

اویلر خار  -کششی  تحریک  اثر  تحت  بررسی  برنولی  را  جی 

نمودند. در این تحقیق برای حل معادله دیفرانسیل غیرخطی  

دست  استفاده شده است. نتایج به  11از روش اغتشاشی تکرار 

می نشان  تغییر  آمده  در  کوچک  بسیار  تغییرات  که  دهد 

ممانشکل تکیهها و  آل،  ها، شرایط مرزی غیرایدهگاهها در 

اثر بگذارد. همچنین    تواند بر منحنی پاسخ فرکانسی تیرمی

از   خاصی  ترکیبی  مقادیر  ازای  به  که  دریافتند  محققین 

غیرایده مرزی  شرایط  غیرایدهپارامترهای  فرکانس  آل  آل 

 آل آن برابر است. سیستم با فرکانس ایده

آل  ارتعاشات آزاد تیرها با شرایط مرزی گیردار غیرایده  [8]لی  

شرایط تحقیق  این  در  نمود.  بررسی  غیرایده  را  با  مرزی  آل 

آل گیردار و شرایط  استفاده از ترکیب خطی شرایط مرزی ایده

سازی شده آل ساده با ضرایب وزنی مختلف مدلمرزی ایده

ارتعاشات و مدل شرایط مرزی غیرایده آل حاصل در تحلیل 

کار رفته است. نتایج  آزاد تیر اویلر برنولی و تیر تیموشنکو به

اس آن  از  حاصل  با  تحقیق  تیر  آزاد  ارتعاشات  برای  که  ت 

آل در انتهای سمت چپ و شرایط مرزی  شرایط مرزی غیرایده

فرکانس راست،  سمت  انتهای  در  با  آزاد  تیر  طبیعی  های 

غیرایده مرزی  شرایط  تشدید  وزنی،  ضریب  آل،  افزایش 

 یابند.  کاهش می 

همکاران    12یورداش  کابل  [9]و  غیرخطی  با    هاارتعاشات 

تکیه چند  دارای  محوری  غیرایدهحرکت  بررسی  گاه  را  آل 

با   مرزی  شرایط  و  حرکت  معادلات  مقاله  این  در  نمودند. 

هامیلتون  اصل  از  وابستگی  به  13استفاده  سپس  آمد.  دست 

با   و مواد کابل  هندسه  به  مرزی  معادلات حرکت و شرایط 

معادلات   برای حل  نمودن حذف گردید.  بعد  از بی  استفاده 

مقیاسح روش  و  اغتشاشات  تئوری  از  چندگانه  رکت  های 

تکیه شرایط  اثرات  و  شد  غیرایدهاستفاده  روی  گاهی  آل 

دامنه و  پایداری  قرار  مرزهای  بررسی  مورد  ارتعاشی  های 

گرفت. در این مسئله حل مرتبه اول اغتشاشات، مسئله خطی  

فرکانسرا کسب می از حل مسئله خطی  کند،  های طبیعی 

های  آید. اثرات ترمدست مییر مختلف پارامترها بهبرای مقاد

غیرخطی در مرتبه دوم اغتشاشات ظاهر شده و مورد تحلیل  

 قرار گرفت.

همکاران   و  یکسر  [10]یانگ  تیر  یک  ارتعاشی  مودهای   ،

یک قطعه روی آن نصب شده و در محل نصب  گیردار را که 

قطعه لقی  وجود دارد بررسی کردند. این قطعه در سه مکان  

مختلف قرار گرفت و فرض بر این بود که در طول تیر حرکت  

و ریل  نمی بین قطعه  لقی  برای سفتی  کند. عبارت ریاضی 

فرموله شد. ماتریس تیر  برای یک  روی  های سفتی و جرم 

های طبیعی و  دست آمد. فرکانسمتغیر به تیر با سطح مقطع

بردارهای ویژه نیز تعیین شد. سپس آزمایش صورت گرفت  

مطابقت   شدند.  مقایسه  محاسباتی  نتایج  با  تجربی  نتایج  و 

های طبیعی محاسبه شده و تجربی وجود  خوبی بین فرکانس

 داشت.

همکاران    14کلاییز  تیر    [11]و  یک  غیرخطی  ارتعاشات 

آل را با سه روش  گاه غیرایدهفولادی دو سر گیردار با تکیه

حل   نمودند.  مقایسه  و  بررسی  تجربی  و  عددی  تحلیلی، 

اغ  تئوری  از  استفاده  با  روش  تحلیلی  دو  به  و  تشاشات 

و حل عددی با   15های چندگانه و بالانس هارمونیکی مقیاس

انجام شده و نتایج با    16گیری زمانیاستفاده از روش انتگرال

هم مقایسه گردید. سپس روی یک نمونه واقعی تست تجربی 

های  های مورد نظر با استفاده از روشانجام شده و هارمونیک

گیری شد. در نهایت نتایج  و اندازهپردازش سیگنال استخراج 

 با هم مقایسه گردید. 
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تیر کامپوزیتی    [12]قدیری و همکاران   ارتعاشات آزاد یک 

- فنر -ای با پیش بار محوری و حامل یک سیستم جرملایه

تکیه  با  غیرایدهمیراکننده  معادلات  آگاه  کردند.  بررسی  را  ل 

یک    حاکم شامل  دیفرانسیلی  معادلات  دستگاه  مسئله  بر 

PDE    و یکODE    مسئله برای حل  است.  به هم  کوپل 

گلرکین  جابه  17روش  میدان  همدر  روش  جایی  با  زمان 

گرفته شد. نتایج حاصل    کاردر حوزه زمان به  18میانگین شتاب 

های اساسی نشان دادند با افزایش پارامتر اغتشاشی، فرکانس

یابند و این رفتار مستقل از جهت الیاف  )طبیعی( کاهش می

تکیه دارای  تیرهای  همچنین  است.  تیر  کاملاً  گاهدر  های 

آل دچار  ایدههای شبهگاهآل زودتر از تیرهای دارای تکیهایده

 شوند.کمانش می

ارتعاشات آزاد تیر متحرک محوری   [13] 20و اوزلو 19بگداتلی 

غیراید مرزی  شرایط  مقاله  هبا  این  در  نمودند.  تحلیل  را  آل 

اولر تیر  تکیه-معادلات حرکت یک  با یک  گاه ساده  برنولی 

آل با استفاده از اصل  گاه گیردار غیرایدهآل و یک تکیه غیرایده

دست آمده و سپس معادلات با استفاده از تئوری  هامیلتون به

های چندگانه حل شد. نتایج نشان  اغتشاشات و روش مقیاس

ایدهدا  مرزی   از شرایط  انحراف  با  تکیهدند  گاه ساده  آل در 

تکیه فرکانس در  و  یافته  افزایش  طبیعی  گیردار  های  گاه 

 یابد.  های طبیعی کاهش می فرکانس

ارتعاشات غیرخطی یک تیر دو سر    [14] و همکاران  21رونسن

تکیه با  غیراگاهگیردار  تحریکیدههای  تأثیر  تحت  های  آل 

سازی عددی  اتفاقی را بررسی کردند. در این مقاله نتایج شبیه

و آزمایشات تجربی با هم مقایسه گردید. برای حل عددی،  

مولتی سیگنال  به  تصادفی  متناوب  -سیگنال  هارمونیک 

کردن  رها  روش  شد،  تبدیل  بالانس    22معادل  روش  و 

یرخطی تیر دو سر گیردار  سازی پاسخ غ هارمونیکی برای شبیه

 به تحریک اتفاقی مورد استفاده قرار گرفت.

اویلر  [15] و لی  23هریودونو  برنولی    -ارتعاشات آزاد تیرهای 

 24آل را با استفاده از روش تقریب پاد با شرایط مرزی غیرایده

سازی شرایط مرزی  تحلیل نمودند. در این تحقیق برای مدل

[،  8با روش استفاده شده در مرجع ]  آل از روشی مشابهغیرایده

با ضرایب   مرزی گیردار و ساده  ترکیب خطی شرایط  یعنی 

به برای  ولی  است  استفاده شده  دست آوردن  وزنی مختلف، 

های طبیعی از روش محاسبات عددی استاندارد برای  فرکانس

اولیه مناسب استفاده شده است. به این  ریشه یابی با حدس 

غ گویای  توابع  تقریبمنظور  از  استفاده  با  پاد  یرخطی  های 

فرمولتخمین کار  این  با  و  شده  برای  زده  تحلیلی  های 

صورت توابعی از ضرایب وزنی حاصل  های طبیعی بهفرکانس

 گردیده است.  

فراوانی که در زمینهبا وجود تلاش و  مدل  های  لقی  سازی 

سیستم دینامیکی  صورت  رفتار  لقی  شامل  مکانیکی  های 

از  گرفته، پی  رامون تأثیر لقی در پارامترهای ارتعاشی سیستم 

فرکانس شکلقبیل  و  طبیعی  تحقیقات    های  آن  مودهای 

 توجهی انجام نشده است. قابل

طور خلاصه تحقیقات انجام شده در این مقاله تحت عنوان  به

 گردد: صورت زیر بیان میهای تحقیق حاضر بهنوآوری

با دو سرتکیه   -1 تیر  آنها    گاهتحلیل یک  از  ساده که یکی 

- آل دارد با استفاده از دو روش لیندشتتشرایط مرزی غیرایده

دست آمده  های چندگانه و مقایسه نتایج بهپوانکاره و مقیاس

 از دو روش. 

های طبیعی و شکل مودهای  بررسی اثر لقی در فرکانس -2

گاه ساده که یکی از آنها شرایط مرزی  یک تیر با دو سر تکیه

 آل دارد. هغیراید

 . الگوسازی نظری2

 دهد.  گاه ساده را نشان میو تکیه   𝑙یک تیر با طول   1شکل  

 
 𝑙گاه ساده و به طول  . تیر با تکیه1شکل 

اویلر صورت زیر  برنولی به-معادله ارتعاشات آزاد عرضی تیر 

 :[16]است 
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𝐸𝐼
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
+ 𝜌𝐴

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
= 0 (1) 

ممان اینرسی سطح مقطع،    𝐼مدول الاستیسیته،    Eکه در آن  

𝜌   چگالی و𝐴  .سطح مقطع تیر هستند 

برای عملیات بی این مرحله  بعد،  بعدسازی متغیرهای بیدر 

 شوند:  صورت زیر تعریف میدار، بهستاره

𝑤∗ =
𝑤

𝑙
, 𝑥∗ =

𝑥

𝑙
,

𝑡∗ = (
1

𝑙2
)√

𝐸𝐼

𝜌𝐴
 𝑡 

(2) 

 طول تیر است. 𝑙که در آن  

در معادله ارتعاش    2بعد از معادله  گذاری متغیرهای بیبا جای

صورت  و حذف علامت ستاره از متغیرها، معادله ارتعاش به 1

 زیر خواهد شد:

𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
= 0 (3) 

𝑥)با فرض آنکه تیر در ابتدا   = آل  گاه ایدهدارای تکیه  (0

انتهای تیر   𝑥)و در  =
𝑙

𝑙
= آل  گاه غیرایدهدارای تکیه  (1

صورت زیر  به  3بعد شده  است، شرایط مرزی برای معادله بی

 هستند: 

𝑤(0, 𝑡) = 0 ,
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
(0, 𝑡) = 0  

(4) 𝑤(1, 𝑡) = 𝜀𝑓(𝑡),

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
(1, 𝑡)

= 𝜀𝑔(𝑡 

آل، تغییر شکل  عنوان انحراف از شرایط ایدهیعنی در واقع به

گاه سمت راست درنظر گرفته  و ممان بسیار کوچکی در تکیه

است.   با    𝜀شده  است.  کوچک  بسیار  و  اغتشاشی  پارامتر 

توان پاسخ ارتعاشات استفاده از روش جداسازی متغیرها، می

 صورت زیر درنظر گرفت:آزاد را به

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑊(𝑥). 𝑇(𝑡)

= (𝐴𝐶𝑜𝑠𝜔𝑡 + 𝐵𝑆𝑖𝑛𝜔𝑡)𝑊(𝑥)  
(5) 

در معادله حرکت    5مقدار تغییر شکل از معادله   گذاریبا جای

کردن    3 ساده  پاره و  دیفرانسیل  معادله  معادله  به  ای 

صورت زیر خواهد  نتیجه به دیفرانسیل معمولی تبدیل شده و

 بود:

𝑑4𝑊

𝑑𝑥4
− 𝜔2𝑊 = 0 (6) 

صورت  به  6ی دیفرانسیل  بنابراین شرایط مرزی برای معادله 

 زیر است:

𝑊(0) =
𝑑2𝑊

𝑑𝑥2
(@𝑥 = 0)

= 0 , 𝑊(1)

= 𝜀𝑎 ,

𝑑2𝑊

𝑑𝑥2
(@𝑥 = 1)

= 𝜀𝑏 

(7) 

و   𝑎  و فقط تابع زمان هستند 4در معادله  𝑔و  𝑓از آنجا که  

𝑏  اعداد ثابت.   7در معادله 

 پوانکاره- . حل با استفاده از روش لیندشتت1-2

لیندشتت تکنیک  کردن  دنبال  و  -با  مودها  شکل  پوانکاره، 

شوند  اغتشاشی زیر بیان میهای  صورت سریها بهفرکانس

[17] : 

𝑊(𝑥; 𝜀) = 𝑊0(𝑥) + 𝜀𝑊1(𝑥) + ⋯ (8) 

𝜔 = 𝜔0 + 𝜀𝜔1 + ⋯ (9) 

سری از  اول  جمله  دو  گرفتن  درنظر  و    9و    8های  با 

 شود:، نتایج زیر حاصل می6در معادله  گذاری جای

𝑊0
(4) + 𝜀𝑊1

(4)

− (𝜔0

+ 𝜀𝜔1)2(𝑊0

+ 𝜀𝑊1) = 0 

(10 ) 

سازی جملات، معادله  با بسط جمله دارای توان دوم و مرتب

 آید: دست میزیر به
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𝑊0
(4) − 𝜔0

2𝑊0

+ 𝜀(𝑊1
(4)

− 𝜔0
2𝑊1

− 2𝜔0𝜔1𝑊0)

+ 𝑂(𝜀2) = 0 

(11 ) 

برقرار باشد،   εتمامی مقادیر کوچک   معادله فوق باید به ازای

 صورت جداگانه صفر باشند.  باید به  𝜀1و    𝜀0بنابراین ضرایب 

𝜀0:          𝑊0
(4) − 𝜔0

2𝑊0 = 0 (12 ) 

𝜀1:          𝑊1
(4) − 𝜔0

2𝑊1

= 2𝜔0𝜔1𝑊0  
(13 ) 

سری از  اول  جمله  دو  گرفتن  درنظر  و    9و    8های  با 

معادلاتجای نتایج زیر حاصل  7شرایط مرزی    گذاری در   ،

 شود:می

𝑊(0) = 0 →  𝑊0(0) + 𝜀𝑊1(0)

= 0 →  {
𝜀0: 𝑊0(0) = 0

𝜀1: 𝑊1(0) = 0
} 

(14 ) 

𝑊(1) = 𝜀𝑎 

→  𝑊0(1) + 𝜀𝑊1(1) = 𝜀𝑎 

→  {
𝜀0: 𝑊0(1) = 0

𝜀1: 𝑊1(1) = 𝑎
} 

(15 ) 

𝑑2𝑊

𝑑𝑥2
(@𝑥 = 0) = 0 

→  𝑊0
′′(0) + 𝜀𝑊1

′′(0) = 0

→  {
𝜀0: 𝑊0

′′(0) = 0

𝜀1: 𝑊1
′′(0) = 0

} 

(16 ) 

𝑑2𝑊

𝑑𝑥2
(@𝑥 = 1) = 𝜀𝑏 

→ 𝑊0
′′(1) + 𝜀𝑊1

′′(1) = 𝜀𝑏 

→  {
𝜀0: 𝑊0

′′(1) = 0

𝜀1: 𝑊1
′′(1) = 𝑏

} 

(17 ) 

نسبت به متغیر    𝑊مشتق دوم تابع   ′′𝑊که در آن منظور از 

𝑥  .ها،  بر حسب مرتبه   17تا    12با جداسازی معادلات    است

 صورت زیر خلاصه نمود: توان معادلات را بهمی

𝜀0:          𝑊0
(4) − 𝜔0

2𝑊0

= 0 , 𝑊0(0)

= 𝑊0
′′(0)

= 𝑊0(1)

= 𝑊0
′′(1) = 0 

(18 ) 

𝜀1:      𝑊1
(4) − 𝜔0

2𝑊1

= 2𝜔0𝜔1𝑊0    ,   𝑊1(0)

= 𝑊1
′′(0) = 0,   𝑊1(1)

= 𝑎 , 𝑊1
′′(1) = 𝑏 

(19 ) 

همان پاسخ خطی سیستم بوده و    18پاسخ معادله دیفرانسیل  

 :[16]صورت زیر خواهد بودبه

𝑊0(𝑥) = 𝐶1𝐶𝑜𝑠𝛽𝑥 + 𝐶2𝑆𝑖𝑛𝛽𝑥

+ 𝐶3𝐶𝑜𝑠ℎ𝛽𝑥

+ 𝐶4𝑆𝑖𝑛ℎ𝛽𝑥 

(20 ) 

مرزی    𝐶4تا    𝐶1که   شرایط  از  که  هستند  ثابت  ضرایب 

، منجر به معادلات  18آیند. اعمال شرایط مرزی  دست میبه

 گردد: زیر می

𝐶1 = 𝐶3 = 0 (21 ) 

𝐶4 = 0 (22 ) 

𝑆𝑖𝑛𝛽 = 0 = 𝑆𝑖𝑛𝑛𝜋 →  𝛽𝑛

= 𝑛𝜋 
(23 ) 

از نرمالایز شدن به  𝑊0(𝑥)تابع    دست صورت زیر بهپس 

 آید: می

𝑊0(𝑥) = √2𝑆𝑖𝑛(𝑛𝜋𝑥) ,   𝜔0

= 𝑛2𝜋2 ,

𝑛 = 1,2,3, … 

(24 ) 

آن   در  ∫صورت  به  𝑊0(𝑥)که  𝑊0
2(𝑥)𝑑𝑥 = 1

1

0
  

 نرمالایز شده است.  

باید شرایط یکنواختی را فراهم کند، به   ایپاسخ در هر مرتبه

حل شرط  مطلب،  می  25پذیری این  برای  [18]شود  گفته   .

از مفهوم الحاقتعیین شرط حل  استفاده شده و در  26پذیری 

 زیر خواهد بود:  صورتپذیری بهشرط حل نهایت 

𝜔1 =
𝐶𝑜𝑠(𝑛𝜋)

√2𝑛𝜋
 (𝑎𝑛2𝜋2 − 𝑏) (25 ) 
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قرار دادن مقدار   معادله،    19در معادله    25از    𝜔1با  و حل 

 آید: دست میمعادله زیر به

𝑊1(𝑥)

=
(𝑎𝑛2𝜋2 − 𝑏)

2𝑛2𝜋2𝑆𝑖𝑛ℎ𝑛𝜋
𝑆𝑖𝑛ℎ𝑛𝜋𝑥

+
𝐶𝑜𝑠𝑛𝜋

√2𝑛𝜋
 (𝑎𝑛2𝜋2

− 𝑏)𝑥𝐶𝑜𝑠𝑛𝜋𝑥     

(26 ) 

به بعد  برای شکل مود بی  نهایی  پاسخ  صورت زیر  بنابراین 

 خواهد بود: 

𝑊(𝑥)

= √2𝑆𝑖𝑛𝑛𝜋𝑥

+ 𝜀 [
(𝑎𝑛2𝜋2 − 𝑏)

2𝑛2𝜋2𝑆𝑖𝑛ℎ𝑛𝜋𝑥
𝑆𝑖𝑛ℎ𝑛𝜋𝑥

+
𝐶𝑜𝑠𝑛𝜋

√2𝑛𝜋
 (𝑎𝑛2𝜋2 − 𝑏)𝑥𝐶𝑜𝑠𝑛𝜋𝑥] 

(27 ) 

آل،  بعد ناشی از شرایط مرزی غیرایدههمچنین فرکانس بی

 آید:دست میزیر به صورتفرکانس غیرخطی،  به

𝜔𝑛 = 𝑛2𝜋2 + 𝜀
𝐶𝑜𝑠𝑛𝜋

√2𝑛𝜋
 (𝑎𝑛2𝜋2

− 𝑏)  

(28 ) 

برای زمان بی بعد،   2لازم بذکر است که با توجه به معادله  

به است برای  کافی  غیرخطی  طبیعی  فرکانس  آوردن  دست 

بی طبیعی  بهفرکانس  غیرخطی  عبارت  بعد  در  آمده  دست 

(
1

𝑙2)√
𝐸𝐼

𝜌𝐴
 ضرب گردد.  

 های چندگانه . حل با استفاده از روش مقیاس 2-2

مقیاس روش  بهبراساس  پاسخ  چندگانه،  بسط های  صورت 

 شود: درنظر گرفته می 29معادله 

𝑤(𝑥, 𝑡; 𝜀)

= 𝑤0(𝑥, 𝑇0 , 𝑇1)

+ 𝜀𝑤1(𝑥, 𝑇0 , 𝑇1) + ⋯ 

(29 ) 

𝑇0که در آن  = 𝑡   مقیاس زمانی تند و ،𝑇1 = 𝜀𝑡   مقیاس

های چندگانه هستند. در این  های مقیاسزمانی کند در روش

 شوند: صورت زیر تعریف میهای زمانی بهحالت مشتق

𝑑

𝑑𝑡
= 𝐷0 + 𝜀𝐷1 + ⋯  (30 ) 

𝑑2

𝑑𝑡2
= 𝐷2

0 + 2𝜀𝐷0𝐷1 + ⋯ (31 ) 

𝐷𝑛که در آن   =
𝜕

𝜕𝑇𝑛
. 

معادله   3در معادله حرکت    31و    30،  29روابط    گذاریبا جای

 گردد: زیر حاصل می

𝑤0
(4) + 𝜀𝑤1

(4) + 𝐷0
2𝑤0

+ 𝜀𝐷0
2𝑤1

+ 2𝜀𝐷0𝐷1𝑤0

+ 𝑂(𝜀2) = 0 

(32 ) 

برقرار باشد،   εتمامی مقادیر کوچک   ید به ازایمعادله فوق با

 صورت جداگانه صفر باشند. باید به  𝜀1و    𝜀0بنابراین ضرایب 

 

(33 ) 

𝜀0:  𝑤0
(4) + 𝐷0

2𝑤0 = 0 
𝑤0(0, 𝑇0, 𝑇1) = 𝑤0

′′(0, 𝑇0, 𝑇1)

= 𝑤0(1, 𝑇0, 𝑇1)

= 𝑤0
′′(1, 𝑇0, 𝑇1)

= 0 
 

 

(34 ) 

𝜀1: 𝑤1
(4) + 𝐷0

2𝑤1

= −2𝜀𝐷0𝐷1𝑤0 
𝑤1(0, 𝑇0, 𝑇1) = 0  , 𝑤1

′′(0, 𝑇0, 𝑇1)

= 0, 𝑤1(1, 𝑇0, 𝑇1)

= 𝑎(𝑇0, 𝑇1), 𝑤1
′′(1, 𝑇0, 𝑇1)

= 𝑏(𝑇0, 𝑇1) 
 ، به فرم زیر است:33همگن  پاسخ معادله دیفرانسیل

𝑤0 = (𝐴(𝑇1)𝑒𝑖𝜔𝑇0 + 𝑐𝑐)𝑋(𝑥) (35 ) 

ی قبل یعنی  جمله   27مزدوج مختلط   𝑐𝑐که در آن منظور از  

�̅�(𝑇1)𝑒−𝑖𝜔𝑇0    33در معادله    35است. با قرار دادن معادله  ،

 گردد: مسئله مقدار مرزی زیر حاصل می 

𝑋(4) − 𝜔2𝑋 = 0 

 (36) 
𝑋(0) = 𝑋′′(0) = 𝑋(1)

= 𝑋′′(1) = 0  

گونه که در بخش قبل گفته شد، پاسخ این معادله پس  همان

به مود،  نمودن شکل  نرمالایز  لذا  از  بود.  زیر خواهد  صورت 

 آید: دست میصورت زیر بهبه 𝑋(𝑥)تابع  
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𝑋(𝑥) = √2𝑆𝑖𝑛(𝑛𝜋𝑥)         ,

𝜔 = 𝑛2𝜋2        ,

𝑛 = 1,2,3, … 

(37 ) 

، معادله  34در سمت راست معادله    35معادله    گذاریبا جای

 شود:زیر حاصل می

𝑤1
(4) + 𝐷0

2𝑤1

= −2𝑖𝜔𝐷1𝐴𝑋𝑒𝑖𝜔𝑇0 + 𝑐𝑐 
(38 ) 

 شود: صورت زیر درنظر گرفته می، پاسخی به38برای معادله 

𝑤1 = 𝜑(𝑥, 𝑇1)𝑒𝑖𝜔𝑇0 + 𝑐𝑐 (39 ) 

جای معادله    39معادله    گذاری با  چپ  سمت  با  ،  38در 

و    29های غیردیرپای از عبارت  28های دیرپای جداسازی عبارت

 شود: معادله زیر حاصل می های دیرپایدرنظر گرفتن عبارت

𝜑(4) − 𝜔2𝜑 = −2𝑖𝜔𝐷1𝐴𝑋 

 (40) 𝜑(0, 𝑇1) = 0, 𝜑′′(0, 𝑇1)

= 0, 𝜑(1, 𝑇1)

= 𝑎𝐴(𝑇1), 𝜑′′(1, 𝑇1) = 𝑏𝐴(𝑇1) 

 اعداد ثابت هستند.  𝑏و  𝑎که در آن  

پذیری  در این اینجا نیز مانند بخش قبل برای تعیین شرط حل

صورت  پذیری بهاز مفهوم الحاق شده و در نهایت شرط حل 

 آید: دست میزیر به

𝐶𝑜𝑠(𝑛𝜋)[𝑛2𝜋2𝑎 − 𝑏]𝐴

= √2𝑛𝜋𝑖𝐷1𝐴   
(41 ) 

 توان نوشت: می 𝐴با استفاده از فرم قطبی برای  

𝐴 =
1

2
𝛼(𝑇1)𝑒𝑖𝛽(𝑇1) (42 ) 

و  و جداسازی بخش  41در    42گذاری  با جای های حقیقی 

 گردد: مجازی معادله، معادلات زیر حاصل می

𝑑𝛼

𝑑𝑇1
= 0 → 𝛼 = 𝛼0 = 𝑐𝑡𝑒 (43 ) 

𝑑𝛽

𝑑𝑇1
=

𝛼0𝐶𝑜𝑠(𝑛𝜋)

√2𝑛𝜋
(𝑛2𝜋2𝑎 − 𝑏)

→ 𝛽

=
𝛼0𝐶𝑜𝑠(𝑛𝜋)

√2𝑛𝜋
(𝑛2𝜋2𝑎 − 𝑏)𝑇1

+ 𝛽0 

(44 ) 

در    44و    43گذاری  با جای .  عددی ثابت است  𝛽0که در آن  

و با استفاده از    35در    𝐴و سپس قرار دادن مقدار    42معادله  

 آید:دست میصورت زیر بهبه 𝑤، مقدار  37معادله 

𝑤(𝑥, 𝑡; 𝜀) ≈ 𝑤0

= √2𝛼0𝐶𝑜𝑠{[𝑛2𝜋2

+ 𝜀(
𝛼0𝐶𝑜𝑠(𝑛𝜋)

√2𝑛𝜋
(𝑛2𝜋2𝑎 − 𝑏)]𝑡

+ 𝛽0}𝑆𝑖𝑛(𝑛𝜋𝑥) 

(45 ) 

 صورت زیر خواهد بود: فرکانس سیستم نیز به

𝜔𝑛

= 𝑛2𝜋2

+ 𝜀(
𝛼0𝐶𝑜𝑠(𝑛𝜋)

√2𝑛𝜋
(𝑎𝑛2𝜋2 − 𝑏))   

(46 ) 

 . نتايج و بحث3

با   تیر  ارتعاش  بعد  بدون  دیفرانسیل  معادله  تحقیق  این  در 

، با فرض آنکه تیر در  3، معادله برنولی - گاه ساده اویلر تکیه

𝑥)ابتدا   = تکیه  (0 ایدهدارای  تیر  گاه  انتهای  در  و  آل 

(𝑥 = آل است، با استفاده از دو  گاه غیرایدهدارای تکیه  (1

لیندشتت اغتشاشی  مقیاس-روش  و  چندگانه  پوانکاره  های 

بعد  مورد تحلیل قرار گرفته و معادلات مربوط به شکل مود بی

دست بعد غیرخطی برای آن بهه و فرکانس بیو نرمالایز شد

 آمد.  

( 6و  28سنجی تحقیق، چنانچه در معادلات منظور صحتبه

های  برابر با صفر قرار داده شود، معادلات فرکانس  𝜀مقدار  

𝜔𝑛آل ) طبیعی بدون بعد در حالت ایده = 𝑛2𝜋2دست  ( به

بعد   دارای  حالت  به  طبیعی  فرکانس  تبدیل  با  آمد.  خواهد 

))ضرب در عبارت  
1

𝑙2)√
𝐸𝐼

𝜌𝐴
گردد که معادلات  ( مشاهده می  
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[ مطابقت کامل  16دست آمده با معادله ذکر شده در مرجع ]به

 صورت زیر خواهد بود: داشته و به

𝜔𝑛 = 𝑛2𝜋2 (
𝐸𝐼

𝜌𝐴𝑙4
)

1/2

 (47 ) 

دست آمده  بعد غیرخطی بههای طبیعی بیفرکانس  1جدول  

اغتشاشی   روش  دو  مقیاس  -لیندشتتاز  و  های  پوانکاره 

ازایچندگانه   به  α0  را  = می  3 هماننشان  طورکه  دهد. 

با مشاهده می است.  ناچیز  تقریباً  بین دو روش  شود خطای 

α0به ازای    46و    28توجه به معادلات   = نتایج هر دو     1

از یک، تفاوت    α0روش کاملاً یکسان بوده و با فاصله گرفتن  

یابد. دلیل این مسئله آن است  می  پاسخ در دو روش افزایش 

، شکل    8پوانکاره، با توجه به معادله    –که در روش لیندشتت  

;X(xصورت تابعی از زمان و پارامتر اغتشاشی  مود به ε)    ،

از متغیر زمان، درنظر گرفته می که  شود، درحالیو نه تابعی 

بر متغیر  های چندگانه زمانی شکل مود علاوهدر روش مقیاس

پارامتر اغتشاشی تابعی از متغیر زمان نیز خواهد بود  مکان و  

به ,w(xصورت  و  t; ε)  می در  تعریف  بنابراین  گردد. 

پوانکاره  -دست آمده از روش لیندشتتفرکانس غیرخطی به

تأثیر دامنه اولیه مشاهده نشده ولی در فرکانس طبیعی منتج  

اثر بهاز روش مقیاس صورت وجود  های چندگانه زمانی این 

α0  گردد. به ازای  مشاهده میα0 = و با حذف اثر دامنه     1

ب و  یکسان  روش  دو  نتایج  شدن  اولیه،  بیشتر  درصد    α0ا 

درصد اختلاف میان    2شکل    اختلاف بیشتر خواهد شد. نمودار 

فرکانس غیرخطی اول با استفاده از دو روش را به ازای مقادیر  

 دهد. نمایش می α0مختلف  

𝜀گاه ساده  بعد غیرخطی یک تیر با تکیه های طبیعی بی. فرکانس1جدول  = 0.1  ،𝛼0 = 𝑎و  3 = 𝑏 = 1 

n 
- روش لیندشتت

 ( ω1پوانکاره )

های  روش مقیاس 

 (ω2چندگانه )

 درصد اختلاف

(ω1−ω2

ω1
× 100) 

1 699/9 271/9 129/4 

2 911/39 778/40 170/2- 

3 167/88 850/86 495/1 

4 796/158 562/160 112/1- 

5 633/245 422/243 901/0 

 

 
اول طبیعی بی2شکل   تکیه. درصد اختلاف فرکانس  برای یک تیر با  𝜀گاه ساده  بعد غیرخطی  = 𝑎و    0.1 = 𝑏 = از دو روش    1 استفاده  با 

 (ω2های زمانی چندگانه ) ( و مقیاس ω1پوانکاره )  –لیندشتت 
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فرکانس مقایسه  برای  ادامه  بیدر  طبیعی  ایدههای  آل  بعد 

از  آل )غیرخطی( یک تیر با تکیه)خطی( و غیرایده گاه ساده 

به لیندشتتنتایج  اغتشاشی  روش  از  آمده  پوانکاره،  -دست 

است. جداول    28و    27یعنی معادلات     3و    2استفاده شده 

ایدهبهای طبیعی بیفرکانس و غیرایدهعد  با  آل  تیر  آل یک 

بهتکیه را  ساده  مقادیر  گاه  برای  𝑎ترتیب  = 𝑏 = و      1

𝑎 = 𝑏 = اغتشاشی    3 پارامتر  ثابت  مقدار  ازای  𝜀به  =

 دهند.نشان می 0.1

بعد خطی و غیرخطی یک تیر با  های طبیعی بی. فرکانس2جدول 

𝜀گاه ساده  تکیه = 𝑎و  0.1 = 𝑏 = 1 

n 
فرکانس خطی 

(ω𝐿) 

فرکانس 
غیرخطی 

(ωNL) 

 درصد اختلاف 

(
ωNL−ω𝐿

ω𝐿
×

100) 

1 870/9 669/9 023/2- 

2 478/39 911/39 097/1 

3 826/88 167/88 742/0- 

4 914/157 796/158 559/0 

5 740/246 633/245 448/0- 

غیرخطی یک تیر با  بعد خطی و های طبیعی بی. فرکانس3جدول 

𝜀گاه ساده  تکیه = 𝑎و  0.1 = 𝑏 = 3 

n 
فرکانس خطی 

(ω𝐿) 

 فرکانس 

غیرخطی 
(ω𝑁𝐿) 

 درصد اختلاف 

(
ω𝑁𝐿−ω𝐿

ω𝐿
×

100) 

1 870/9 271/9 068/6- 

2 478/39 778/40 291/3 

3 826/88 850/86 225/2- 

4 914/157 563/160 677/1 

5 740/246 421/243 345/1- 

اغتشاشی    4جدول   پارامتر  اندازه  بر    𝜀تأثیر  فرکانس    5را 

می نشان  سیستم  اول  کههماندهد.  طبیعی  انتظار    گونه 

رود با افزایش پارامتر اغتشاشی فاصله پاسخ غیرخطی از  می

 یابد. حالت خطی افزایش می

بعد خطی و غیرخطی یک تیر با  های طبیعی بی. فرکانس4جدول 

𝑎گاه ساده در حالت   تکیه = 𝑏 =  𝜀به ازای مقادیر مختلف   1

n 

𝜀 = 0 

)فرکانس 

 خطی(

𝜀

= 0.05 

𝜀

= 0.1 

𝜀

= 0.2 

𝜀

= 0.5 

1 87/9 77/9 67/9 47/9 87/8 

2 48/39 69/39 91/39 34/40 64/41 

3 83/88 50/88 17/88 51/87 53/85 

4 91/157 36/158 80/158 68/159 33/162 

5 74/246 19/246 63/245 53/244 21/241 

را    𝑊(𝑥)بعد نرمالایز شده  شکل مود بی  4و    3های  شکل

مقادیر برای  ترتیب  𝑎  به  = 𝑏 = 1, 𝑛 = 𝑎و    1 =

𝑏 = 1, 𝑛 = آل  آل و غیرایدهگاه ایدهدر دو حالت تکیه  3

شود که لقی  ها مشاهده میدهد. با توجه به شکلنمایش می

بعد و نرمالایز شده سبب افزایش حداکثر مقدار شکل مود بی

ارتعاشات آزاد و برهم خوردن تقارن شکل نسبت   جرمی در 

دست آمده  شده است. با توجه به نتایج به  x/l=0.5به خط  

در مود اول لقی سبب افزایش ناچیز حداکثر دامنه شکل مود  

یعنی کمتر    418/1به    414/1بعد نرمالایز شده، از مقدار  بی

گردد ولی در شکل مود سوم حداکثر دامنه در  درصد می 1از 

ایده به  حالت غیر  افزایشی در حدود    542/1آل  و    9رسیده 

درصد خواهد داشت.
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گاه ساده  . شکل مود بی بعد و نرمالایز شده اول تیر با تکیه3شکل 

𝜀) آل آل و غیرایدهایده = 0.1) 

گاه بعد و نرمالایز شده سوم تیر با تکیه . شکل مود مود بی 4شکل 

𝜀) آل آل و غیرایدهساده ایده = 0.1) 

 گیری. نتیجه4

گاه  در این مقاله ارتعاشات عرضی یک تیر اویلر برنولی با تکیه

با یک شرط مرزی غیرایده از دو روش  ساده  استفاده  با  آل 

مورد بررسی قرار    های چندگانهپوانکاره و مقیاس-لیندشتت

 صورت زیر است: گرفت. خلاصه نتایج حاصل از تحلیل به

های  پوانکاره و مقیاس-هر دو روش اغتشاشی لیندشتت -1

تقریباً   نتایج  به  غیرخطی  فرکانس  خصوص  در  چندگانه 

رسیده معادلات  یکسانی  به  توجه  با  ازای    46و    28اند.  به 

𝛼0 = نتایج هر دو روش کاملاً یکسان بوده و با فاصله    1

یابد.  از یک، تفاوت پاسخ در دو روش افزایش می  𝛼0گرفتن  

پوانکاره،    –دلیل این مسئله آن است که در روش لیندشتت 

به مود  از  شکل  تابعی  و    مکانصورت  اغتشاشی  پارامتر  و 

;𝑊(𝑥صورت  به 𝜀)    درنظر زمان،  متغیر  از  تابعی  نه  و   ،

میگرف درحالیته  مقیاسشود،  روش  در  چندگانه  که  های 

مود علاوه اغتشاشی  زمانی شکل  پارامتر  و  مکان  متغیر  بر 

,w(xصورت تابعی از متغیر زمان نیز خواهد بود و به t; ε) 

دست آمده  گردد. بنابراین در فرکانس غیرخطی بهتعریف می

لیندشتت مشاهده نشده -از روش  اولیه  دامنه  تأثیر  پوانکاره 

های چندگانه  ولی در فرکانس طبیعی منتج از روش مقیاس

اثر به -در معادله مشاهده می  α0صورت وجود  زمانی این 

 گردد.  

آل در  وجود شرایط مرزی غیرایده  27با توجه به معادله   -2

مود می دامنه شکل  در  افزایش  سبب  افزایش  تیر  با  گردد. 

نیز  مود  شکل  دامنه  حداکثر  افزایش  درصد  مود،    شماره 

 افزایش خواهد یافت.

بسته به پارامترهای لقی و شماره    28با توجه به معادله   -3

ضریب   عبارت  بودن  منفی  یا  )مثبت  معادله(،    𝜀مود  در 

تواند افزایش و یا کاهش یافته و یا در  فرکانس طبیعی می

𝑎𝑛2𝜋2حالت خاص  = 𝑏  .ثابت باقی بماند 

جداول   -4 نتایج  به  توجه  ثابت    2و    1با  مقادیر  ازای  به 

ایده به    𝜀و    𝑏    ،𝑎آل  پارامترهای شرایط مرزی  توجه  با   ،

تواند سبب افزایش  آل میشماره مود، شرایط مرزی غیرایده

بی طبیعی  فرکانس  کاهش  یا  دیگر  و  بیان  به  گردد.  بعد 

خطی، در مدهای فرد    فرکانسنسبت به  فرکانس غیرخطی  

،  28است. با توجه به معادله  تر و در مدهای زوج بیشتر  کم

عبارت   وجود  مسئله  این  ضریب  به  𝐶𝑜𝑠𝑛𝜋علت  عنوان 

است، چراکه مقدار این عبارت در مقادیر   𝜀پارامتر اغتشاشی 

 است.   -1+ و در مقادیر فرد 1زوج 

تکیه -5 یک  در  لقی  تقارن  وجود  خوردن  برهم  سبب  گاه 

 گردد. شکل مودها می

شود که با سه برابر شدن  مشاهده می  3توجه به جدول  با   -6

لقی   ایده  (𝑎و    𝑏) مقدار  فرکانس  اختلاف  و  درصد  آل 
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و    28آل نیز سه برابر خواهد شد. با توجه به رابطه  غیرایده

 ، این مسئله دور از انتظار نیست. 𝑎و  𝑏  با 𝜔1ارتباط خطی  

،  4جدول  رود و با توجه به نتایج  گونه که انتظار میهمان -7

فاصله پاسخ غیرخطی از حالت   𝜀با افزایش پارامتر اغتشاشی  

 یابد. خطی افزایش می

 . فهرست علائم 5

 علائم انگلیسی 

𝑡  متغیر زمان 

𝑤 جایی عرضی تیر جابه 

𝑊  تابع مکانی یا شکل مود 

𝑇 تابع زمانی 

𝐸  مدول الاستیسیته 

𝐼  ممان اینرسی سطح مقطع 

𝐴 
پاسخ  در  زمانی  تابع  دامنه  تابع  تیر/  مقطع  سطح 

 های چندگانه فرض شده برای روش مقیاس

𝑙  طول تیر 

𝑎 
xجایی در  تابع اثر لقی در شرط مرزی جابه = 1  

 برای تیر 

𝑏 
در   گشتاور  مرزی  شرط  در  لقی  اثر  xتابع  = 1  

 برای تیر 

𝑛   شماره مود 

 علائم يونانی 

𝜀 پارامتر اغتشاشی  

𝜔  فرکانس طبیعی تیر 

𝛼0 
ثابت در پاسخ فرض   ضریب  تابع زمانی در  دامنه 

 های چندگانه شده برای روش مقیاس
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 متغیر بی بعد  *

 مآخذ . 7
[1] Pakdemirli, M., and H. Boyacı, "Vibrations of a stretched beam with non-ideal boundary 

conditions", Mathematical and Computational Applications, 2001, Vol.6, no.3, pp.217-220. 

[2] Pakdemi, M., and H. Boyaci, "Effect of non-ideal boundary conditions on the vibrations of 

continuous systems", Journal of Sound and< ibration, 2002, Vol.249, no.4, p.815d823. 

[3] Pakdemirli, M., and H. Boyaci, "Vibrations of a Simply Supported Beam with a Non–Ideal Support 

at an Intermediate Point", Mathematical and Computational Applications, 2003, Vol.8, no.2, 

pp.159-164. 

[4] Aydogdu, Metin, and Mehmet Cem Ece "Buckling and vibration of non-ideal simply supported 

rectangular isotropic plates", Mechanics Research Communications, 2006, Vol.33, no.4, pp.532-

540. 

[5] Boyaci, Hakan, "Vibrations of stretched damped beams under non-ideal boundary 

conditions", Sadhana, 2006, Vol.31, no.1, pp.1-8. 

[6] Mohammadi, J., and M. GHEYSARI, "Effect of Non-ideal Boundary Conditions on Buckling of 

Rectangular Functionally Graded Plates", 2009, pp.91-97. 

[7] Kamali Eigoli, A., and M. T. Ahmadian, "Nonlinear vibration of beams under nonideal boundary 

conditions", Acta mechanica, 2011, Vol.218, no.3, pp.259-267. 

[8] Lee, Jinhee, "Free vibration analysis of beams with non-ideal clamped boundary 

conditions", Journal of Mechanical Science and Technology, 2013, Vol.27, no.2, pp.297-303. 

[9] Yurddaş, A., E. Özkaya, and H. Boyacı, "Nonlinear vibrations of axially moving multi-supported 

strings having non-ideal support conditions", Nonlinear Dynamics, 2013, Vol.73, no.3, pp.1223-

1244. 



 

ش 
عا

رت
و ا

ت 
و

ص
ي 

م
عل

ة 
ري

ش
ن

 
ل

سا
 /

  
/ 

م 
ست

بی
ة 

ار
م

ش
 /

م 
ه

د
14

00
 

 ..
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
زا 

ف
را

آذ
ضا 

 ر
/

1
 

m
e
c
h

_
m

a
g

@
y
a

h
o

o
.c

o
m

 

 

 

 

 

83 

[10] Yang, Guolai, Jingzhou Yang, Chen Qiang, Jianli Ge, and Qiang Chen, "Natural frequencies of a 

cantilever beam and block system with clearance while block staying on given position", Journal of 

Vibration and Control, 2013, Vol.19, no.2, pp.262-275. 

[11] Claeys, Maxence, J-J. Sinou, J-P. Lambelin and Benoit Alcoverro, "Multi-harmonic measurements 

and numerical simulations of nonlinear vibrations of a beam with non-ideal boundary 

conditions", Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation, 2014, Vol.19, no.12, 

pp.4196-4212. 

[12] Ghadiri, Majid, Keramat Malekzadeh, and Faramarz Ashenai Ghasemi, "Free Vibration of an 

Axially Preloaded Laminated Composite Beam Carrying a Spring-Mass-Damper System with a 

Non-Ideal Support", Jordan Journal of Mechanical & Industrial Engineering, 2015, Vol.9, no.3. 

[13] Bağdatlı, Süleyman M., and Bilal Uslu, "Free vibration analysis of axially moving beam under non-

ideal conditions", Struct Eng Mech, 2015, Vol.54, no.3, pp.597-605. 

[14] Roncen, T., J-J. Sinou, and J. P. Lambelin, "Non-linear vibrations of a beam with non-ideal 

boundary conditions and uncertainties–Modeling, numerical simulations and 

experiments", Mechanical Systems and Signal Processing, 2018, Vol.110, pp.165-179. 

[15] Heryudono, Alfa RH, and Jinhee Lee, "Free vibration analysis of Euler-Bernoulli beams with non-

ideal clamped boundary conditions by using Padé approximation", Journal of Mechanical Science 

and Technology, 2019, Vol.33, no.3, pp.1169-1175. 

[16] Rao, Singiresu S., “Vibration of continuous systems”, John Wiley & Sons, 2019. 

[17] Nayfeh, Ali H., and Dean T. Mook, “Nonlinear oscillations”, John Wiley & Sons, 2008. 

[18] Nayfeh, A., “Introduction to perturbation techniques”, John Wiley & Sons, New York 1993. 

 

 نوشت پی

 
1. Weakly Nonlinear System 
2. Perturbation Methods 

3. Packdemirli 
4. Boyaci 
5. Lindstedt-Poincare technique 
6. Method of Multiple Scales 
7. Aydogdu 
8. Cem Ece   
9. Isotropic 
10. Functionally Graded 

11. Iteration Perturbation Method 
12. Yurddas 
13. Hamilton’s Principle 
14. Claeys 
15. Harmonic Balance Method 
16. Time-integration Method 
17. Galerkin Method 
18. Average Acceleration Method 
19. Bagdatli 

20. Uslu 
21. Roncen 
22. Shooting Method 
23. Heryudono 
24. Pade 
25. Solvability Condition 
26. Adjoint 
27. Complex Conjugate 

28. Secular Terms 
29. Non-Secular Terms 


