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 6/2/1405 تاریخ پذیرش:                                                                                        1/9/1404تاریخ دریافت:  

 چکيده 

هدفمند متخلخل مورد مطالعه قرار گرفته است.   ی متشکل از ماده  چرخان  یمخروط  ی پژوهش، رفتار پوسته   نیا  در

بر پوسته  تئور  مینسبتاً ضخ  یمخروط  ی معادلات حاکم  از  استفاده  برش   رییتغ   ی با  استخراج    ی مرتبه   یشکل  اول 

  جاد یدر نظر گرفته شده که منجر به ا زی پوسته ن  وراناز د  یاز مرکز ناش  زی گر  ی رویمعادلات، اثرات ن نیاند. در اشده

روش    ی ریکارگبا به   یجزئ  ل یفرانسی. معادلات دشودیدر معادلات حاکم م  ی احاصل از کشش حلقه   یکرنش  ی انرژ

مقدار    ی شده و سپس با حل مسئله  لی تبد  ی به دستگاه معادلات جبر  ی بعددو   ی افتهی  میتعم   لیفرانس یمربعات د

  ی پارامترها  ریشده، تأث  ارائه  یاضی از صحت مدل ر  نانیدست آمده است. پس از اطمبه  ستم یس  یعیفرکانس طب  ژه،یو

  ی عیطب  ی هامخروط بر فرکانس   رأس  مین  ی ه یمتخلخل و زاو  ی ماده   ،ی مرز   طیسرعت دوران، شرا  لی از قب   یمختلف

موجب کاهش فرکانس    متخلخلپارامتر    شی آمده، افزا  دست  به  جیشده است. بر اساس نتا  یو پسرو بررس  شرویپ

 .ابدیی م شیافزا  یعیفرکانس طب ریمقاد ،یسرعت دوران شیبا افزا ن،ی. همچنشودی م یعیطب

بندی شده، مربعات دیفرانسیل  ، پوسته مخروطی، ماده متخلخل درجه چرخانارتعاشات آزاد، پوسته  واژگان کليدي:  

 بعدی، تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول تعمیم یافته دو 

 

 . مقدمه1
پوسته وسیع  کاربرد  علت  مختلفی  به  صنایع  در  ها 

و خودروسازی  پزشکی،  عمران،  هوافضا،    همچون 

سازه کشتی این  ویژه  سازی،  توجه  مورد  همواره  ها 

بوده مهندسان  و  پوستهپژوهشگران  سازه اند.  های ها، 

ها در مقایسه با بعدی نازکی هستند که ضخامت آن سه

 .دو بعد دیگر بسیار ناچیز است

پوسته  از  فضاپیماها  اتصال  در  برای  مخروطی  های 

می بدنه استفاده  متفاوت  شعاع  با  ویژگی  هایی  شود. 

مقطع در راستای طولی، باعث شده تا این    تغییر سطح 

نازل پوسته فشار،  تحت  مخازن  طراحی  در  های  ها 

به نیز  دیفیوزرها  و  همچنین،  هیدرولیکی  روند.  کار 

آن بدنهکاربرد  در طراحی  آنتنها  و  هواپیماها  های  ی 

اس رایج  بسیار  به   .[2،1]  تفضایی  توجه  با  اما 

سازه نیازمندی  عملیاتی  شرایط  و  صنعت  ها، های 
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لازم   و  نیست  کارآمد  چندان  معمول  مواد  از  استفاده 

ها بهره گرفته  تری مانند کامپوزیت است از مواد پیشرفته 

یکی از پرکاربردترین این مواد، مواد مدرج    .[5-3]  شود

است که در علم مواد، به عنوان موادی  1FGM تابعی

می  شناخته  ناهمگن  ساختاری  با  این پیشرفته  شوند. 

مواد برای نخستین بار در سازمان هوافضای ژاپن توسعه 

به تابعی  مدرج  مواد  مکانیکی  خواص  صورت  یافتند. 

می  تغییر  تدریجی  و  از  پیوسته  عموماً  مواد  این  کند. 

ماده دو   یک  و  فلز  یک  معمولاً)  مختلف  ی ترکیب 

 سبب  ویژگی،  این  که  شوندمی  تشکیل(  سرامیک

  همچنین  و  مکانیکی  بارهای   برابر  در  مقاومت   افزایش

از سوی دیگر،    .[7،6]  شودمی   بالا  دمای   گرادیان  تحمل

تأثیر   بدون  سازه  وزن  کاهش  بالا،  مقاومت  بر  علاوه 

اساسی   نیاز  یک  نیز  آن  استحکام  بر  چشمگیر  منفی 

های متداول برای کاهش وزن، ایجاد  است. یکی از روش

تخلخل در ماده است که به ظهور مواد متخلخل منجر  

این مواد در مقایسه با مواد معمول، از    .[8]  شده است

پذیری بالاتر، توانایی جذب انرژی  چگالی کمتر، انعطاف 

مناسب  نفوذپذیری  و  برخوردارندبهتر  همین    .تری  به 

مطالعه   دینامیکی   و  استاتیکی  رفتار  ی دلایل، 

  مدرج   متخلخل  مواد  از  شدهساخته   مخروطی  های پوسته

توجه  2FGP  تابعی مورد  پیش  از  بیش  امروزه   ،

 .پژوهشگران قرار گرفته است

پوسته دینامیکی  رفتار  مطالعه  تئوری برای  از  های  ها، 

استفاده   حاکم  معادلات  استخراج  جهت  مختلفی 

ومی وانگ  فرکانس    [9] وو  دفانگ   شود.  بررسی  به 

استوانه پوسته  یک  ساختهطبیعی  ماده  ای  از  شده 

ها معادلات حاکم را با اند. آنپرداخته  FGM متخلخل

کارگیری تئوری تغییرشکل برشی سینوسی استخراج به

ریلی روش  کمک  به   .اندکرده   سازی گسسته  ریتز –و 

تئوری  از  دیگر  تحلیل  یکی  در  استفاده  مورد  های 

ها، تئوری کلاسیک پوسته است. ارتعاشات آزاد پوسته

با استفاده از این تئوری و در نظر    [ 10]  ژیوآ و همکاران

گرفتن ماده متخلخل هدفمند، فرکانس طبیعی پوسته  

کرده  بررسی  را  تئوری  مخروطی  حال،  این  با  اند. 

های نسبتاً ضخیم از دقت کافی  کلاسیک برای پوسته

یان و  این رو، لی  از  نیست.  تئوری    [ 11]   برخوردار  از 

دینامیکی   مطالعه  برای  اول  مرتبه  برشی  تغییرشکل 

مخروطیپوسته متصل  ای استوانه-مخروطی-های 

اند. سپس معادلات حاکم را با  متخلخل استفاده نموده 

اثر  رده ک   گسسته  ریتز–روش ریلی  این تئوری،  اند. در 

گرفته  تغییرشکل  نظر  در  دورانی  لختی  و  برشی  های 

های متصل نسبتاً  شده تا دقت لازم برای مطالعه پوسته

شود فراهم  جعفری .  ضخیم  و  معتضدیان  همچنین، 

متصل    [12] پوسته  حاکم  معادلات  استخراج  با 

ها به روش مربعات  سازی آن کروی و گسسته -مخروطی

تعمیم را  دیفرانسیل  سازه  این  آزاد  ارتعاشات  یافته، 

 .اندتحلیل کرده 

هوافضا،   همچون  مختلفی  صنایع  در  دیگر،  سوی  از 

توربین و  پزشکی  شیمیایی،  از  جداسازهای  ها، 

های مخروطی در حال دوران حول محور تقارن  پوسته

دینامیکی سیستماستفاده می  رفتار  مطالعه  های  شود. 

هایی  دوار از اهمیت بالایی برخوردار است، چرا که پدیده

مانند شکستگی، افزایش دامنه ارتعاش و افزایش سطح  

این سیستم صوت می در  رخ دهدتواند  و    .ها  سرخیل 

متصل    [13]  فومنی پوسته  ارتعاشات  بررسی  به 

پرداخته -ای استوانه دوار  تحقیق،  مخروطی  این  در  اند. 

جمله استخراج  از  برای  دوار،  سیستم  به  مربوط  های 

نیروی گریز از مرکز و کشش اولیه استفاده شده و تأثیر  
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تحت سرعت هندسی  مختلف  پارامترهای  دورانی  های 

است گرفته  قرار  مطالعه  حیدرپورملک  .مورد  و    زاده 

شده از  نیز ارتعاشات پوسته مخروطی دوار ساخته  [ 14]

اند. در این مطالعه، را تحلیل کرده  FGM ماده هدفمند

گیری از تئوری تغییرشکل برشی  معادلات حاکم با بهره 

مرتبه اول و اصل همیلتون استخراج و سپس با روش  

دیفرانسیل شدهگسسته   یمربعات  و    .اندسازی  وانگ 

تغییرشکل    [ 15]  همکاران تئوری  از  استفاده  با  نیز 

برشی مرتبه اول و در نظرگیری نیروی گریز از مرکز،  

کروی  متصل  پوسته  بر  حاکم  -ای استوانه-معادلات 

کرده  استخراج  را  با  مخروطی  تحقیق،  این  در  اند. 

هدفمند ماده  و  محیط  دمای  اثرات   درنظرگرفتن 

FGM شده بررسی  نیز  مختلف  مرزی  شرایط  تأثیر   ،

جعفری بنی  .است و  پوسته   [16]  جمال  مطالعه  به 

تقویت دوار  شبکه مخروطی  ساختار  با  ای شده 

پرداخته  آنناهمسانگرد  برای  اند.  را  حاکم  معادلات  ها 

هدفمند کلاسیک   FGM ماده  تئوری  از  استفاده  با 

گلرکین  پوسته روش  به  سپس  و  استخراج  ها 

کرده گسسته  تقویتسازی  تأثیر  ادامه،  در  کننده  اند. 

سرعت  قرار  تحت  بررسی  مورد  مختلف  دورانی  های 

امیرآبادی و همکاران   .گرفته است با    [ 17]  همچنین، 

بالا،  به مرتبه  برشی  تغییرشکل  تئوری  کارگیری 

مخروطی پوسته  بر  حاکم  ای لایه FGM معادلات 

نانوپلاکت تقویت با  استخراج  شده  را  گرافنی  های 

اند. سپس با استفاده از روش مربعات دیفرانسیل  نموده

را به معادلات دیتعمیم  فرانسیل  یافته، معادلات حاکم 

تأثیر ماده هدفمند   نهایت،  معمولی تبدیل کرده و در 

های دورانی مختلف را بررسی  شده تحت سرعت   تقویت

پوسته    .اندکرده  بر  حاکم  جزئی  دیفرانسیل  معادلات 

روش با  ریتز  مخروطی  قبیل  از  متعددی  ،  [18] های 

گسسته شده  [  20]  مربعات دیفرانسیلو    [19]   گلرکین

  و به معادلات دیفرانسیل معمولی تبدیل خواهند شد. 

یافته   تعمیم  دیفرانسیل  مربعات  برای   3GDQروش 

شوو   توسط  بار  است.  [ 21]اولین  یافته  با    توسعه 

توسطی  مطالعه  شده  گرفته  و   صورت  تورنوبن 

پوسته  [22]   همکارانش روی  همچنین  بر  تکی،  های 

همکارانش   و  پوسته   [ 23]معتضدیان  متصل  بر  های 

نشان داده شده است که روش مربعات کروی،  -استوانه

بالا  دیفرانسیل دقت  بر  علاوه  یافته  سرعت    تعمیم  از 

فرکانس طبیعی مقادیر  در همگرایی  به    بالایی  نسبت 

با  .  برخوردار است   های دیگر روش  باقری و همکارانش 

روش   به    GDQاعمال  حاکم،  دیفرانسیل  معادلات  بر 

پوسته دینامیکی  رفتار  مخروطمطالعه  متصل  - های 

همچنین  اند.  پرداخته   [25]مخروط -، کره[24] مخروط  

به مطالعه ارتعاشات آزاد پوسته  [  26]  لی و همکارانش 

اند. معادلات حاکم بر  مخروطی کامپوزیتی دوار پرداخته

به   با  گسسته   GDQ  کمک روشپوسته  و  سازی شده 

شده حل مسئله مقدار ویژه فرکانس طبیعی استخراج  

 است.

پژوهش  پیشینه  بررسی  می با  مشاهده  که ها،  شود 

پوسته مطالعه  ارتعاشات  روی  بر  مخروطی  ای  های 

های انجام نشده است. با توجه به مزیت FGP متخلخل

عددی  بالا،  GDQ روش  دقت  و  سرعت  جمله  از 

طور کارآمد بر  توان شرایط مرزی مختلفی را نیز به می

به   پژوهش  این  در  رو،  این  از  نمود.  اعمال  سیستم 

پوسته یک  آزاد  ارتعاشات  پنل    مطالعه  یا  مخروطی  و 

شود. متخلخل پرداخته می  مدرج تابعیمتشکل از ماده  

معادلات حاکم بر پوسته که حول محور تقارن خود در  

حال دوران است، با استفاده از تئوری تغییرشکل برشی 
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اند. سپس با  مرتبه اول و اصل همیلتون استخراج شده 

تعمیمبه دیفرانسیل  مربعات  روش  یافته  کارگیری 

معادلات  دو  به  جزئی  دیفرانسیل  معادلات  بعدی، 

می تبدیل  معمولی  از  دیفرانسیل  پس  شوند. 

ارائه و معادلات حاکم  شده، اعتبارسنجی روش عددی 

تأثیر پارامترهای مختلف هندسی از قبیل نسبت طول  

سرعت   اثر  نیز  و  ماده،  تخلخل  ضریب  ضخامت،  به 

قرار   بررسی  مورد  گوناگون  مرزی  شرایط  و  دورانی 

 .خواهد گرفت

به  حل دوبعدی  نوآوری اصلی این تحقیق در استفاده از 

امکان  که  است  محوری  تقارن  متداول  فرض  جای 

،  60هایی با زاویه محیطی دلخواه )مانند  پنل   سازی مدل 

آورد. این در حالی است  درجه( را فراهم می   120و    90

تحلیل  در  صرفاً  که  محوری،  تقارن  بر  مبتنی  های 

)پوسته کامل  هستند.   360های  بررسی  قابل  درجه( 

ارائه  این، رویکرد دوبعدی  بر  اعمال  علاوه  قابلیت  شده 

 (𝜃در راستای ) های طولیمستقل شرایط مرزی در لبه 

را دارا بوده و از این رو   ( 𝑥در راستای ) عرضیهای  لبه و  

تطابق بیشتری با شرایط واقعی مسئله دارد. همچنین،  

های متخلخل چرخان، ناهمگنی مواد و اثرات  در پوسته 

تواند منجر به رفتارهای نامتقارن  ناشی از چرخش می 

پدیده  این  تحلیل  و  شناسایی  که  با شود  تنها  ها 

شده مدل ارائه   .بکارگیری حل دوبعدی میسر خواهد بود

ای دارد؛ از  در این پژوهش کاربردهای صنعتی گسترده 

در هوافضا جمله  پنل  صنعت  تحلیل  بدنه برای    های 

دیدگی  فضاپیماها که تحت تأثیر تخلخل ناشی از آسیب

صنعت   زمان تحت سرعت چرخش قرار دارند، درو هم 

یافته های فرسایش برای بررسی پنل  نفت و پتروشیمی

های دوار به منظور تخمین عمر مفید و زمان  سیکلون

در و  قطعات،  دریایی تعمیر  تحلیل   صنعت  برای 

زیردریایی پنل  بدنه  معرض  های  در  که  شناورها  و  ها 

از چرخش پروانه هستند. خوردگی و تنش  های ناشی 

پنل ارتعاشات  دقیق  تحلیل  اهمیت  کاربردها  های  این 

مخروطی متخلخل چرخان را در طراحی ایمن و بهینه  

 .دهدهای مهندسی نشان میسازه 

 

 
  شماتیک پوسته مخروطی. 1شکل

 استخراج معادلات حاکم. 2

با توجه به آنکه ماده هدفمند متخلخل در نظر گرفته  

انواع   برای  یانگ  مدول  و  چگالی  مقادیر  است،  شده 

 .[27] مختلف توزیع تخلخل به صورت زیر خواهد بود

 : 4تخلخل متقارن عی توز؛ حالت اول

 

(1 ) 

𝐸(𝑧) = 𝐸max [1 − 𝑁0 cos (
π𝑧

ℎ
)] 

𝐺(𝑧) = 𝐺max [1 − 𝑁0 cos (
π𝑧

ℎ
)] 

𝜌(𝑧) = 𝜌max [1 − 𝑁𝑚 cos (
π𝑧

ℎ
)] 

 

 :5سخت  تخلخل نامتقارن عی توز ؛حالت دوم



 

 

 

204 

ش
عا

رت
و ا

ت 
و

ص
ي  

م
عل

ة 
ري

ش
ن

 
 /

ل  
سا

14
04

 / 
ه 

ور
د

14. / 
ة .

ار
م

ش
2

8
  / 

ي
یل

م
ک

 ت
ود

سع
م

یر
م

د ا
سی

 
 ...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

 

 
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

..
  

 

 

(2 ) 
𝐸𝑧=𝐸max1−𝑁0cosπ𝑧2ℎ+π4 

𝐺𝑧=𝐺max1−𝑁0cosπ𝑧2ℎ+π4 

𝜌𝑧=𝜌max1−𝑁𝑚cosπ𝑧2ℎ+π4 
 

 :6نرم  تخلخل نامتقارن عیتوز  سوم؛حالت 

(3 ) 

𝐸(𝑧) = 𝐸max [1 − 𝑁0 sin (
π𝑧

2ℎ
+
π

4
)] 

𝐺(𝑧) = 𝐺max [1 − 𝑁0 sin (
π𝑧

2ℎ
+
π

4
)] 

𝜌(𝑧) = 𝜌max [1 − 𝑁𝑚 sin (
π𝑧

2ℎ
+
π

4
)] 

 

 :کنواختیتخلخل  عیتوز ؛چهارمحالت 

(4 ) 
𝐸(𝑧) = 𝐸max(1 − 𝑁0𝜆) 

𝐺(𝑧) = 𝐺max(1 − 𝑁0𝜆) 

𝜌(𝑧) = 𝜌max(1 − 𝑁𝑚
∗ 𝜆) 

ضرایب   فوق  روابط  mN  ،𝑁𝑚در 
زیر  به    λو    ∗ صورت 

 محاسبه خواهد شد.

(5 ) 𝑁𝑚 = 1 − √1 − 𝑁0 

 

(6) 𝑁𝑚
∗ =

1 − √1 − 𝑁0𝜆

𝜆
 ;  𝜆 =

2𝑁𝑚
π𝑁𝑚

∗  

 

(7 ) 𝜆 =
1

𝑁0
−
1

𝑁0
(1 −

2𝑁𝑚
π
)
2

 

ضریب تخلخل است که    𝑁0در روابط بیان شده، پارامتر  

0 مقدار آن در بازه < 𝑁0 <  قابل تغییر است. 1

تغییرات نسبت مدول یانگ در راستای ضخامت برای  

 خواهد شد.  2هر یک از نوع تخلخل به صورت شکل 

با توجه به تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول، میدان  

ضخیم به    جایی برای یک پوسته مخروطی نسبتاًهجاب

همچنین در    .[28]تعریف خواهد شد    8صورت رابطه  

 شماتیک پوسته مخروطی قابل مشاهده است. 1شکل 

(8 ) 
𝑢(𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝜃, 𝑡) + 𝑧𝛽𝑥(𝑥, 𝜃, 𝑡) 

𝑣(𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑣0(𝑥, 𝜃, 𝑡) + 𝑧𝛽𝜃(𝑥, 𝜃, 𝑡) 

𝑤(𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑤0(𝑥, 𝜃, 𝑡) 

 

 

 
. نمودار تغییرات نسبت مدول یانگ برای انواع مختلف  2شکل

 تخلخل 

رابطه   مولفه8در    ب یترت   به  𝑣 ، 𝑢 و 𝑤های  ، 

 دلخواه درون  ی های یک نقطه جاییی جابههنده دنشان

,𝜃 و 𝑧  ی راستا  در  پوسته 𝑥  ا در   رابطه،  نیهستند. 

𝑤0 و 𝑣0 ، 𝑢0  های متناظر در صفحه میانی  جاییجابه

𝑧)پوسته   =   𝛽𝜃و    𝛽𝑥  کنند. همچنینرا بیان می  (0

نمایانگر چرخش  ترتیب  حول  به  از خمش  ناشی  های 

باشند. این روابط بر اساس فرضیات  می  𝜃و    x  محورهای 

شدهنظریه  تدوین  برشی  اول  مرتبه  توزیع ی  که  اند 

 دارند. جایی در ضخامت پوسته را مجاز میخطی جابه 

به  هجاب- کرنشروابط   از  جایی  متشکل  زیر  صورت 

پوسته مخروطی   میانی  و کرنش سطح  انحنا  تغییرات 

 خواهد بود.

(9 ) 

{
 
 

 
 
𝜀11
𝜀22
𝛾12
𝛾13
𝛾23}

 
 

 
 

=

{
 
 

 
 
𝜀𝑥𝑥
0

𝜀𝜃𝜃
0

𝛾𝑥𝜃
0

𝛾𝑥𝑧
0

𝛾𝜃𝑧
0 }
 
 

 
 

+ 𝑧

{
 
 

 
 
𝑋𝑥𝑥
𝑋𝜃𝜃
𝑋𝑥𝜃
𝑋𝑥𝑧
𝑋𝜃𝑧}

 
 

 
 

 

 کرنش سطح میانی از رابطه زیر بدست خواهد آمد.
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(10 ) 

{
 
 

 
 
𝜀𝑥𝑥
0

𝜀𝜃𝜃
0

𝛾𝑥𝜃
0

𝛾𝑥𝑧
0

𝛾𝜃𝑧
0 }
 
 

 
 

=

{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝑢0,𝑥
𝑣0,𝜃
𝑟(𝑥)

+
cos(𝛼)𝑤0
𝑟(𝑥)

+
sin(𝛼) 𝑢0
𝑟(𝑥)

𝑢0,𝜃
𝑟(𝑥)

+ 𝑣0,𝑥 −
sin(𝛼) 𝑣0
𝑟(𝑥)

𝑤0,𝑥 + 𝛽𝑥
𝑤0,𝜃
𝑟(𝑥)

−
cos(𝛼) 𝑣0
𝑟(𝑥)

+ 𝛽𝜃 }
 
 
 
 

 
 
 
 

 

همچنین تغییرات انحنا نیز به کمک رابطه زیر تعریف  

 خواهد شد. 

(11 ) 

{
 
 

 
 
𝑋𝑥𝑥
𝑋𝜃𝜃
𝑋𝑥𝜃
𝑋𝑥𝑧
𝑋𝜃𝑧}

 
 

 
 

=

{
 
 
 

 
 
 

𝛽𝑥,𝑥
𝛽𝜃,𝜃
𝑟(𝑥)

+
sin(𝛼) 𝛽𝑥
𝑟(𝑥)

𝛽𝑥,𝜃
𝑟(𝑥)

+ 𝛽𝜃,𝑥 −
sin(𝛼) 𝛽𝜃
𝑟(𝑥)

0
0 }

 
 
 

 
 
 

 

- ی تنشبا توجه به فرض روابط خطی الاستیک، رابطه

پوسته به  مربوط  زیر  کرنش  صورت  به  مخروطی  ی 

 𝑣  و نسبت پواسون  Eانگ  خواهد شد که در آن مدول ی

 د کرد. ن نسبت به ضخامت تغییر خواه 

(12 ) 

{
 
 

 
 
𝜎11
𝜎22
𝜏12
𝜏13
𝜏23}
 
 

 
 

=

[
 
 
 
 
𝐶11 𝐶12 0 0 0
𝐶12 𝐶22 0 0 0
0 0 𝐶44 0 0
0 0 0 𝐶55 0
0 0 0 0 𝐶66]

 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝜀11
𝜀22
𝛾12
𝛾13
𝛾23}
 
 

 
 

 

  به صورت   12ضرایب ماتریس سفتی ارائه شده در رابطه  

 .شودتعریف می  زیر

(13 ) 

𝐶11 = 𝐶22 =
𝐸(𝑧)

1 − 𝑣2(𝑧)
 

𝐶12 =
𝐸(𝑧)𝑣

1 − 𝑣2(𝑧)
 

𝐶44 = 𝐶55 = 𝐶66 =
𝐸(𝑧)

2(1 + 𝑣(𝑧))
 

از اصل  14برای استخراج معادلات حاکم مطابق رابطه  

به ترتیب    Uو    Kهمیلتون استفاده خواهد شد که در آن  

 ند بود.بیانگر انرژی جنبشی و پتانسیل خواه

(14 ) 𝛿 ∫ (𝐾 − 𝑈)
𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 = 0 

 . شودمی انرژی جنبشی به صورت زیر تعریف 

(15 ) 𝐾 =
1

2
∭𝜌𝑣⃗. 𝑣⃗𝑑𝑉

 

𝑉

 

 شود.بیان میبه صورت زیر   𝑣⃗که بردار سرعت 

(16 ) 𝑣⃗ =
𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝑖 +

𝜕𝑣

𝜕𝑡
𝑗 +

𝜕𝑤

𝜕𝑡
𝑘⃗⃗ + Ω⃗⃗⃗ × 𝑟 

پوسته  Ω⃗⃗⃗و    𝑟بردار   زیر  برای  صورت  به  مخروطی  ی 

 . بودخواهند 

(17 ) 𝑟 = 𝑢𝑖 + 𝑣𝑗 + 𝑤𝑘⃗⃗ 

Ω⃗⃗⃗ = Ω(− cos 𝛼𝑖 + sin 𝛼𝑘⃗⃗) 

، آنگاه بردار سرعت  16در رابطه    17با جایگذاری رابطه  

 به صورت زیر خواهد شد. 

(18 ) 

𝑣⃗ = (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
− Ω𝑣 sin𝛼) 𝑖 

+[
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ Ω(𝑢 sin𝛼 + 𝑤 cos𝛼)] 𝑗 

+(
𝜕𝑤

𝜕𝑡
− Ω𝑣 cos𝛼) 𝑘⃗⃗ 

ی مخروطی به صورت  در نتیجه انرژی جنبشی پوسته 

 زیر تعریف خواهد شد.

(19 ) 

𝐾

=
1

2
∫ ∫ ∫ 𝜌(𝑧)

+
ℎ

2

−
ℎ

2

{(𝑢̇ − 𝑣Ω sin(𝛼))2
2π

0

𝐿

0

+ (𝑤̇ − 𝑣Ω cos(𝛼))2

+ (𝑣̇ + 𝑢Ω sin(𝛼)

+ 𝑤Ωcos(𝛼))2} 𝑟(𝑥)𝑑𝑧𝑑𝜃𝑑𝑥 

همچنین انرژی پتانسیل به صورت زیر تعریف خواهد  

 شد.

(20 ) 
∫ 𝑈
𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 = ∫ ∫(𝜎11𝜀11 + 𝜎22𝜀22

 

𝑉

𝑡2

𝑡1

+ 𝜏12𝛾12 + 𝜏13𝛾13
+ 𝜏23𝛾23)𝑑𝑉𝑑𝑡 

 ناشی از دوران پوسته  از مرکز  زی گر  روی ن  ،آنعلاوه بر  

انرژ  زین به  حلقه  یناش  یکرنش  ی منجر  کشش   ی ااز 

یک انرژی پتانسیل ناشی از آن    جه یکه در نت  دشویم

مقدار   آن  در  که  شد  خواهد  تعریف  زیر  صورت  به 

𝑁𝜃
0 = Ω2𝜌𝑟2(𝑥)  .خواهد بود 
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(21 ) 𝑈ℎ = ∫ ∫ ∫ 𝑁𝜃
0𝜀𝜃𝜃0𝑟(𝑥)

+
ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧𝑑𝜃𝑑𝑥
2π

0

𝐿

0

 

 بنابراین 

(22 ) 

𝑈ℎ

=
Ω2

2
∫ ∫ ∫ 𝜌(𝑧)

+
ℎ

2

−
ℎ

2

{(𝑢,𝜃 − 𝑣 sin(𝛼))
2

2π

0

𝐿

0

+ (𝑤,𝜃 − 𝑣 cos(𝛼))
2

+ (𝑣,𝜃 + 𝑢 sin(𝛼)

+ 𝑤 cos(𝛼))
2
} 𝑟(𝑥)𝑑𝑧𝑑𝜃𝑑𝑥 

های توان از روابط منتجه ، می 20سازی رابطه  برای ساده 

 ، استفاده کرد. 23تنش مطابق رابطه 

(23 ) 

{
𝑁11
𝑁22
𝑁12

} = ∫ {

𝜎11
𝜎22
𝜏12
}

+ℎ/2

−ℎ/2

𝑑𝑧 

{
𝑀11
𝑀22
𝑀12

} = ∫ 𝑧 {

𝜎11
𝜎22
𝜏12
} 𝑑𝑧

+ℎ/2

−ℎ/2

 

{
𝑄13
𝑄23

} = ∫ 𝜅 {
𝜏13
𝜏23
}

+ℎ/2

−ℎ/2

𝑑𝑧 

، آنگاه رابطه بین  20در رابطه    12با جایگذاری رابطه  

 شود.های تنش و کرنش به صورت زیر تعریف می منتجه 

(24 ) 
{
 
 

 
 
𝑁11
𝑁22
𝑁12
𝑀11
𝑀22

𝑀12}
 
 

 
 

=

[
 
 
 
 
 
𝐴11 𝐴12 0 𝐵11 𝐵12 0
𝐴12 𝐴22 0 𝐵12 𝐵22 0
0 0 𝐴66 0 0 𝐵66
𝐵11 𝐵12 0 𝐷11 𝐷12 0
𝐵12 𝐵22 0 𝐷12 𝐷22 0
0 0 𝐵66 0 0 𝐷66]

 
 
 
 
 

{
  
 

  
 
𝜀11
0

𝜀22
0

𝛾12
0

𝑋11
𝑋22
𝑋12}

  
 

  
 

 

 

(25 ) {
𝑄13
𝑄23

} = [
𝜅𝐴44 0
0 𝜅𝐴55

] {
𝛾13
0

𝛾23
0 } 

 شوند. می بیانبه صورت زیر  Dو  A  ،Bکه ضرایب 

(26 ) {

𝐴𝑖𝑗
𝐵𝑖𝑗
𝐷𝑖𝑗

} = ∫ {

𝐶𝑖𝑗
𝑧𝐶𝑖𝑗

𝑧2𝐶𝑖𝑗

}
+
ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧; 

ی حال با اعمال اصل همیلتون، معادلات حاکم بر پوسته

 مخروطی دوار به صورت زیر خواهد شد. 

(27 ) 
𝑁𝑥𝑥,𝑥 +

𝑁𝑥𝜃,𝜃
𝑟(𝑥)

+
sin(𝛼)(𝑁𝑥𝑥 −𝑁𝜃𝜃)

𝑟(𝑥)
+ Ω2𝐹1 

= 𝐼0𝑢̈ + 𝐼1𝛽𝑥̈ − 2Ω(𝐼0 sin(𝛼) 𝑣̇

+ 𝐼1sin (𝛼)𝛽𝜃̇) 

 

(28 ) 

𝑁𝜃𝜃,𝜃
𝑟(𝑥)

+ 𝑁𝑥𝜃,𝑥 +
cos(𝛼)𝑄𝜃𝑧
𝑟(𝑥)

+
2 sin(𝛼)𝑁𝑥𝜃

𝑟(𝑥)

+ Ω2𝐹2 

= 𝐼0𝑣̈ + 𝐼1𝛽𝜃̈ + 2Ω(𝐼0 sin(𝛼) 𝑢̇ + 𝐼1 sin(𝛼) 𝛽𝑥̇

+ 𝐼0 cos(𝛼) 𝑤̇) 

 

(29 ) 
𝑄𝑥𝑧,𝑥 +

𝑄𝜃𝑧,𝜃
𝑟(𝑥)

−
cos(𝛼)𝑁𝜃𝜃
𝑟(𝑥)

+
sin(𝛼)𝑄𝑥𝑧
𝑟(𝑥)

+ Ω2𝐹3 

= 𝐼0𝑤̈ − 2Ω𝐼0 cos(𝛼) 𝑣̇ + 𝐼1 cos(𝛼) 𝛽𝜃̇ 

(30 ) 

𝑀𝑥𝑥,𝑥 +
𝑄𝑥𝜃,𝜃
𝑟(𝑥)

+
sin(𝛼) (𝑀𝑥𝑥 −𝑀𝜃𝜃)

𝑟(𝑥)
− 𝑄𝑥𝑧

+ Ω2𝐹4 

= 𝐼1𝑢̈ + 𝐼2𝛽𝑥̈ − 2Ω(𝐼1 sin(𝛼) 𝑣̇

+ 𝐼2 sin(𝛼) 𝛽𝜃̇) 

(31 ) 

𝑀𝜃𝜃,𝜃

𝑟(𝑥)
+ 𝑀𝑥𝜃,𝑥 − 𝑄𝜃𝑧 + 2

sin(𝛼)𝑀𝑥𝜃

𝑟(𝑥)
+ Ω2𝐹5 

= 𝐼1𝑣̈ + 𝐼2𝛽𝜃̈ + 2Ω(𝐼1 sin(𝛼) 𝑢̇ + 𝐼2 sin(𝛼) 𝛽𝑥̇

+ 𝐼1 cos(𝛼) 𝑤̇) 
 

همچنین   𝐹5تا    𝐹1  که اینرسی  و  به 𝐼3 تا    𝐼1  مقادیر 

 شوند.صورت زیر تعریف می

(32 ) 𝐹1 = 𝐼0𝑢,𝜃𝜃 − 2𝐼0 sin(𝛼) 𝑣,𝜃 + 𝐼1𝛽𝑥,𝜃𝜃
− 2𝐼1 sin(𝛼) 𝛽𝜃,𝜃 

 

(33 ) 
𝐹2 = 2𝐼0 sin(𝛼) 𝑢,𝜃 + 2𝐼1 sin(𝛼)𝛽𝑥,𝜃 
+𝐼0𝑣,𝜃𝜃 + 𝐼1𝛽𝜃,𝜃𝜃 + 2𝐼0 cos(𝛼)𝑤,𝜃 
+𝐼0 cos(𝛼) 𝑢,𝜃 + 𝐼1 cos(𝛼) 𝛽𝑥,𝜃 

 

(34 ) 𝐹3 = 𝐼0𝑤,𝜃𝜃 − 2𝐼0 cos(𝛼) 𝑣,𝜃
− 2𝐼1 cos(𝛼) 𝛽𝜃,𝜃 

 

(35 ) 𝐹4 = 𝐼1𝑢,𝜃𝜃 + 𝐼2𝛽𝑥,𝜃𝜃 − 2𝐼1 sin(𝛼) 𝑣,𝜃
− 2𝐼2 sin(𝛼) 𝛽𝜃,𝜃 

 

(36 ) 𝐹5 = 𝐼1𝑣𝜃𝜃 + 𝐼2𝛽𝜃,𝜃𝜃 + 2𝐼1 sin(𝛼) 𝑢,𝜃 
+2𝐼2 sin(𝛼) 𝛽𝑥,𝜃 + 2𝐼1 cos(𝛼)𝑤,𝜃 
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+𝐼1 cos(𝛼) 𝑢,𝜃 + 𝐼2 cos(𝛼) 𝛽𝑥,𝜃 

 

(37 ) {
𝐼1
𝐼2
𝐼3

} = ∫ 𝜌(𝑧) {
1
𝑧
𝑧2
}

+ℎ/2

−ℎ/2

𝑑𝑧 

 

 سازگاريشرایط مرزي و   .3

که   آنجا  مخروطی  از  پنل  یک  برای  حاکم  معادلات 

ی استخراج شده است، برای تبدیل آن به یک پوسته

𝜃های پوسته در  مخروطی، لبه  = 2π, 𝜃 = منطبق    0

خواهند بود. درنتیجه باید شروط سازگاری برای آن از  

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿 .مطابق زیر اعمال شود 

(38 ) 

𝑢0(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 2π, 𝑡) 

𝑣0(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑣0(𝑥, 2π, 𝑡) 

𝑤0(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑤0(𝑥, 2π, 𝑡) 

𝛽𝑥(𝑥, 0, 𝑡) = 𝛽𝑥(𝑥, 2π, 𝑡) 

𝛽𝜃(𝑥, 0, 𝑡) = 𝛽𝜃(𝑥, 2π, 𝑡) 

𝑁𝜃𝜃(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑁𝜃𝜃(𝑥, 2π, 𝑡) 

𝑁𝑥𝜃(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑁𝑥𝜃(𝑥, 2π, 𝑡) 

𝑀𝜃𝜃(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑀𝜃𝜃(𝑥, 2π, 𝑡) 

𝑀𝑥𝜃(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑀𝑥𝜃(𝑥, 2π, 𝑡) 

𝑄𝜃𝑧(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑄𝜃𝑧(𝑥, 2π, 𝑡) 

توان هر یک از شرط  ی مخروطی میی پوستهدر هر لبه 

  بر آن اعمال نمود.را مرزی زیر  

 شرط مرزی گیردار:

(39 ) 𝑢0 = 𝑣0 = 𝑤0 = 𝛽𝑥 = 𝛽𝜃 = 0 

𝑎𝑡     𝜃 = 𝜃0, 𝜃1   and    𝑥 = 0, 𝐿 

 گاه ساده: شرط مرزی تکیه

(40 ) 

𝑢0 = 𝑣0 = 𝑤0 = 𝛽𝑥 = 𝑀𝑥𝑥 = 0    

 at       𝑥 = 0, 𝐿 

𝑢0 = 𝑣0 = 𝑤0 = 𝛽𝑥 = 𝑀𝜃𝜃 = 0    

 at     𝜃 = 𝜃0, 𝜃1 

 شرط مرزی آزاد:

(41 ) 

𝑁𝑥𝑥 = 𝑁𝑥𝜃 = 𝑀𝑥𝑥 = 𝑀𝑥𝜃 = 𝑄𝑥𝑧 = 0 

at       𝑥 = 0, 𝐿 

𝑁𝜃𝜃 = 𝑁𝑥𝜃 = 𝑀𝜃𝜃 = 𝑀𝑥𝜃 = 𝑄𝜃𝑧 = 0 

at     𝜃 = 𝜃0, 𝜃1 
 

 سازي و حل معادلات گسسته .4

سازی معادلات دیفرانسیل جزئی حاکم بر  برای گسسته 

بعدی پوسته از روش مربعات دیفرانسیل تعمیم یافته دو 

از این رو، یک تابع   Φ(𝑥𝑖استفاده خواهد شد.  , 𝜃𝑖)   با

شود. مشتق  در نظر گرفته می   𝜃و    xمتغیرهای مستقل  

آن به صورت زیر تعریف خواهد    ام-mو یا    ام-nمرتبه  

 شد.

(42 ) 

𝜕𝑛

𝜕𝑥𝑛
Φ(𝑥𝑖 , 𝜃𝑖)

= ∑𝐴𝑖𝑘
(𝑛)
Φ𝑘𝑗

𝑁𝑥

𝑘=1

;      
𝑖 = 1,2,3, . . . , 𝑁𝑥
𝑗 = 1,2,3, . . . , 𝑁𝜃

 

 

(43 ) 

𝜕𝑚

𝜕𝜃𝑚
Φ(𝑥𝑖 , 𝜃𝑖)

=∑𝐵𝑗𝑙
(𝑚)
Φ𝑖𝑙

𝑁𝑦

𝑙=1

;      
𝑖 = 1,2,3, . . . , 𝑁𝑥
𝑗 = 1,2,3, . . . , 𝑁𝜃

 

 

(44 ) 𝜕𝑚+𝑛

𝜕𝜃𝑚𝜕𝑥𝑛
Φ(𝑥𝑖 ,𝜃𝑖) =∑𝐴𝑖𝑘

(𝑛)

𝑁𝑥

𝑘=1

∑𝐵𝑗𝑙
(𝑚)
Φ𝑘𝑙

𝑁𝑦

𝑙=1

 

 

گره  چبیشف  𝜃𝑖و    𝑥𝑖های  موقعیت  کمک  -گوس-به 

 .مطابق روابط زیر تعریف خواهند شد 7لوباتو

(45 ) 𝑥𝑖 =
1 − cos (

𝑖−1

𝑁𝑥−1
) π

2
;  

𝑖 = 1,2, … , 𝑁𝑥 

 

(46 ) 𝜃𝑖 =
1 − cos (

𝑗−1

𝑁𝑦−1
) π

2
; 

𝑗 = 1,2, … , 𝑁𝜃 

 

𝐴𝑖𝑘همچنین ضرایب عددی  
(𝑛)    و𝐵𝑗𝑙

(𝑚)    برای مشتق اول

 به صورت زیر تعریف خواهند شد.
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(47 ) 𝐴𝑖𝑗
(1)
=

𝐿(1)(𝑥𝑖)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)𝐿
(1)(𝑥𝑗)

;  

 𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑁𝑥   and  𝑖 ≠ 𝑗 

(48 ) 𝐵𝑖𝑗
(1)
=

𝐺(1)(𝑦𝑖)

(𝜃𝑖 − 𝜃𝑗)𝐺
(1)(𝜃𝑗)

; 

 𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑁𝜃  and  𝑖 ≠ 𝑗 

(49 ) 𝐺(1)(𝜃𝑖) = ∏ (𝜃𝑗 − 𝜃𝑖)

𝑁𝑦

𝑖=1,𝑖≠𝑗

 

 در نتیجه،

(50 ) ∑𝐴𝑖𝑗
(1)

𝑁𝑥

𝑗=1

= 0 ⟹ 𝐴𝑖𝑖
(1)
= − ∑ 𝐴𝑖𝑗

(1)

𝑁𝑥

𝑗=1,𝑗≠𝑖

 

 𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑁𝑥 

 

(51 ) ∑𝐵𝑖𝑗
(1)

𝑁𝑦

𝑗=1

= 0 ⟹ 𝐵𝑖𝑖
(1)
= − ∑ 𝐵𝑖𝑗

(1)

𝑁𝑦

𝑗=1,𝑗≠𝑖

; 

 𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑁𝜃 

توان از روابط زیر  همچنین برای مشتق مراتب بالاتر می

 استفاده نمود. 

(52 ) [𝐴(𝑛)] = [𝐴(1)][𝐴(𝑛−1)] 

 

(53 ) [𝐵(𝑚)] = [𝐵(1)][𝐵(𝑚−1)] 

 ،بر معادلات دیفرانسیل جزئی  2D-GDQروش  با اعمال  

زیر   رابطه  مطابق  دیفرانسیل  معادلات  دستگاه  یک 

آن  خواهد   در  که  بیانگر    Gو    M  ،Kشد  ترتیب  به 

بود. خواهند  ژیروسکوپ  و  سفتی  جرم،   ماتریس 

جاب  Δهمچنین   به  ه بردار  مربوط  Δجایی  =

{𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝛽𝑥 , 𝛽𝜃}
T  .خواهد بود 

(54 ) [𝑀]Δ̈ + [𝐺]Δ̇ + [𝐾]Δ = {0} 

رابطه   ویژه  مقادیر  استخراج  به  54برای  معادلات   ،

 . خواهد شدباز نویسی  55صورت رابطه 

(55 ) [
𝐺 𝐾
−𝐾 0

] {Δ̇
Δ
} + [

𝑀 0
0 𝐾

] {Δ̈
Δ̇
} = 0 

 

 توان به صورت رابطه زیر بازنویسی کرد.که می

(56 ) [𝐴]𝑋 + [𝐵]Ẋ = 0 

𝑋  به صورت   𝑋، بردار  56در رابطه   = [Δ̇ Δ]
𝑇   .است 

به   سیستم  پاسخ  دیفرانسیل  معادله  این  حل  برای 

هارمونیک تابع  یک  𝑋  صورت  = 𝑥𝜆𝑡    گرفته نظر  در 

مسئله مقادیر ویژه آنگاه پاسخ به صورت    با حل  شود.می

𝜆  مقدار موهومی = 𝜎 ± 𝑖𝜔    بدست خواهد آمد که در

 Ωمقادیر فرکانس طبیعی سیستم تحت دوران    𝜔آن  

 خواهد بود.

 بحث و نتایج. 5

 صحت سنجی  . 1-5

پوسته حاضر  پژوهشدر   آزاد  ارتعاشات  مخروطی  ،  ی 

در   است.  گرفته  قرار  بررسی  مورد  چرخان  متخلخل 

عددی  اهمیت  GDQروش  از  نتایج  همگرایی  بررسی   ،

که  ویژه  شود  حاصل  اطمینان  تا  است  برخوردار  ای 

گره پاسخ تعداد  از  مستقل  چبیشفها  لوباتو -های 

ارائه  نمودار  شکل  هستند.  در  همگرایی  3شده  روند   ،

پوسته فرکانس  طبیعی  متخلخل  های  مخروطی  ی 

توان دهد. با توجه به این نمودار، میچرخان را نشان می

گره در هر دو راستای طولی و    20دریافت که انتخاب  

محیطی، از دقت کافی برخوردار است. البته باید توجه  

داشت که برای دستیابی به همگرایی در مودهای بالاتر،  

 .های بیشتری نیاز خواهد بودبدون شک به تعداد گره 

کامنت کروشه:  4جواب  ) حذف  رابطه  در  علمی  (  54ها  نظر  از 

بین  از  را  رابطه  ماتریسی  ساختار  کار  این  زیرا  نیست،  صحیح 

) می رابطه  در  ماتریس (  55برد.  بودن  تو  در  تو  دلیل  به  ها نیز 

حذف  امکان  دیگر(،  ماتریس  درون  ماتریس  یک  )قرارگیری 

شده این حذف انجام شده کروشه وجود داشته که در نسخه ارائه

  .است
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: از قبل در این پاراگراف که هایلایت شده 7)جواب کامنت شماره

که تعداد گره در هر دو راستا است و باعم برابر در نظر گرفته شده 

 است.(

 

. نمودار همگرایی سه مود اول پوسته مخروطی متخلخل  3شکل

در نظر  کسانیهر دو راستا  ی: تعداد گره که براN) چرخان

  گرفته شده است.(

[  23[, ]22[, ]12مراجع ]  جی با نتا  GDQمعادلات به روش  

.  دی گرد  سهیافزار آباکوس مقابا نرم   یسازه یشب  نیو همچن

)فولاد( در نظر  زوتروپیبا رفتار ا یامرحله، ماده نیدر ا

اند.  ارائه شده  2و    1در جداول    سهیمقا  جیگرفته شد و نتا

شعاع   ،متر  2طول پوسته    ،ی گذارصحه  یهال یتحل  نیدر ا

متر در نظر گرفته   1/0متر و ضخامت آن    1تر  کوچک 

 شد. 

 ای  استوانه پوستهفرکانس طبیعی  . 1جدول 

 )بر حسب هرتز(  8F-Cمرزی  تحت شرط 

شماره  

 مود

تحقیق 

 حاضر 
 [22] [12] آباکوس 

1 29 /146  18 /145 11 /146 17 /146 

2 29 /146 18 /145 11 /146 17 /146 

3 41 /210 52 /209 19 /210 32 /210 

4 41 /210 52 /209 19 /210 32 /210 

5 72 /242 81 /242 56 /242 55 /242 

6 72 /242 81 /242 56 /242 55 /242 

7 54 /366 02 /367 39 /366 58 /366 

8 54 /366 02 /367 39 /366 58 /366 

9 06 /402 24 /402 24 /402 91 /401 

10 06 /412 05 /409 23 /412 36 /412 
 

 ای. فرکانس طبیعی پوسته استوانه2جدول 

 )بر حسب هرتز(  9C-Cتحت شرط مرزی  

شماره  

 مود

تحقیق 

 حاضر 
 [22] [12] آباکوس 

1 16 /360  50 /359 26 /360 36 /360 

2 16 /360 50 /359 26 /360 36 /360 

3 70 /375 19 /375 96 /375 86 /375 

4 70 /375 19 /375 96 /375 86 /375 

5 99 /462 29 /463 43 /463 29 /463 

6 99 /462 29 /463 43 /463 29 /463 

7 50 /523 64 /523 45 /523 55 /523 

8 50 /523 64 /523 45 /523 55 /523 

9 12 /646 01 /648 73 /646 56 /646 

10 12 /646 01 /648 73 /646 56 /646 

بعد، جهت اطمینان از صحت معادلات حاکم،   گامدر  

آزمایی با  سازی ماده و اعمال شرایط مرزی، راستی مدل 

افزار آباکوس انجام گرفت.  استفاده از منابع معتبر و نرم 

پوسته  ابتدا  منظور،  ایزوتروپ  بدین  مخروطی  ی 

با    غیرچرخان در نظر گرفته شد و نتایج حاصل از حل

نرم افزار آباکوس مقایسه شد و نتایج از انطباق خوبی  

ه بودند.  صحت مچنین  برخوردار  بررسی  برای 

افزار آباکوس سازی ماده متخلخل، این مواد در نرم مدل 

استوانه پوسته  یک  سرگیردار  ای برای  سازی  مدل  دو 

توسعه متلب  کد  با  نتایج  و  مقایسه  شده  گردید.  یافته 

ارائه شده است. با بررسی    4نتایج این مقایسه در شکل  
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توان دریافت که نتایج حاصل از دو روش  این شکل می

 .با دقت بالایی با یکدیگر انطباق دارند

فرکانس نخست یک    6همچنین شکل مود مربوط به  

ی مخروطی به کمک نرم افزار آباکوس رسم و در  پوسته

است.    5شکل   شده  از  ارائه  مرحله  آخرین  در 

پوسته  ت صح یک  ابعاد  چرخان    مخروطیسنجی،  به 

تن  فبا در نظر گر  راس صفرو زاویه نیم   1، شعاع  10طول  

و  شده  گرفته  نظر  در  فولاد  ایزوتروپ  جنس 

های  محاسبه و نتایج برای ضخامتهای طبیعی  فرکانس 

جدول   در  شده   4و    3مختلف  مراجع    ارائه  با  سپس 

 سنجی شده است.صحت  [30] و   [29]معتبر  

 

 تخلخل متقارن عیوزتالف( 

 

 نرم  متقارنناتخلخل  عیتوزب( 

 

 یکنواخت تخلخل  عیتوزج( 

  سازی ریاضی ماده متخلخل. بررسی صحت سنجی مدل4شکل

 ای دو سر گیردار برای پوسته استوانه

های طبیعی قابل ذکر است که سرعت دورانی و فرکانس 

پسرو   (𝜔𝑓)   پیشرو بعد بی   57  ابطه ر  طبق (  𝜔𝑏)   و 

 اند.شده

(57 ) 

𝜔𝑓
∗  = 𝜔𝑓𝑅√

𝜌(1 − 𝜐2)

𝐸
 

𝜔𝑏
∗  = 𝜔𝑏𝑅√

𝜌(1 − 𝜐2)

𝐸
 

Ω∗ = Ω𝑅√
𝜌(1 − 𝜐2)

𝐸
 

بالا،   رابطه  پوسته   𝑅در  کوچک  شعاع  دهنده  نشان 

است.   بررسی مخروطی  انجام با  میهای  از  شده،  توان 

معادلات   استخراجصحت  پنل/پوسته  حاکم  برای  شده 

به  توجه  با  کرد. همچنین،  اطمینان حاصل  مخروطی 

می 2شکل   مدل ،  که  کرد  تأیید  ماده  توان  سازی 

درستی انجام شده  های مختلف به متخلخل برای توزیع

پنل/پوسته   آزاد  ارتعاشات  ادامه،  در  بنابراین،  است. 

های دورانی و شرایط  مخروطی متخلخل تحت سرعت

 .مرزی مختلف مورد بررسی قرار خواهد گرفت
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 ای چرخانفرکانس طبیعی پوسته استوانه. 3جدول 

 )بر حسب هرتز( متر  05/0و ضخامت  C-Cتحت شرط مرزی   

n 𝝎𝒇شماره موج 
∗  𝝎𝒃

∗  ∗𝛀 مرجع  

2 0560 /0  0600 /0 

]29[ 

Ω∗ 

025/0 

3 1116 /0 1146 /0 

4 2108 /0 2132 /0 

5 3403 /0 3423 /0 

2 0559 /0 0599 /0 

]30[ 
3 1115 /0 1145 /0 

4 2106 /0 2130 /0 

5 3400 /0 3420 /0 

2 0560 /0 0600 /0 

ق  یتحق

 حاضر

3 1132 /0 1142 /0 

4 2091 /0 2095 /0 

5 3368 /0 3416 /0 
 

 

 ای چرخانفرکانس طبیعی پوسته استوانه. 4جدول 

 )بر حسب هرتز(  متر 02/0و ضخامت  C-Cتحت شرط مرزی  

n 𝝎𝒇شماره موج 
∗  𝝎𝒃

∗  ∗𝛀 مرجع  

2 0413 /0 0493 /0 

]30[ 

Ω∗ 

05 /0 

3 0478 /0 0538 /0 

4 0851 /0 0898 /0 

5 1368 /0 1407 /0 

2 0411 /0 0491 /0 

تحقیق  

 حاضر

3 0476 /0 0536 /0 

4 0847 /0 0895 /0 

5 1386 /0 1397 /0 

 

 . نتایج 2-5

فرکانس   بر  مختلف  پارامترهای  تأثیر  بخش،  این  در 

پوسته  قرار  طبیعی  بررسی  مورد  چرخان  مخروطی  ی 

چرخان    ی پوسته   پایهفرکانس  مقادیر  نخست  گیرد.  می

مقادیر مختلف ارائه شده    5در جدول   N₀ ماده  برای 

زاویه    و  05/0، ضخامت  10به ابعاد طول    است. پوسته 

شرایط مرزی دو سر گیردار    تحتدرجه    30رأس  نیم

در    0/ 05  برابر با   بعد سیستمسرعت دورانی بی بوده و  

شده در جدول، در  انواع مواد ارائه .  نظر گرفته شده است

ب توز  انگریواقع  به    عیانواع  که  هستند  متخلخل  مواد 

 اند.شده  فی تعر  4تا   1در معادلات  ب یترت

پوسته مخروطی چرخان فرکانس طبیعی بر  0N تأثیر. 5جدول 

C-C 𝛼تحت شرط مرزی   = ∗Ωو    30° = 0.05 

𝑵𝟎 𝝎𝒇 جنس 
∗  𝝎𝒃

∗  

 1نوع

2 /0  2068 /0 2160 /0 

4 /0 2019 /0 2137 /0 

6 /0 1977 /0 2132 /0 

8 /0 1957 /0 2121 /0 

 2نوع

2 /0 2035 /0 2117 /0 

4 /0 1942 /0 2037 /0 

6 /0 1833 /0 1933 /0 

8 /0 1698 /0 1785 /0 

 3نوع

2 /0 2071 /0 2149 /0 

4 /0 2023 /0 2108 /0 

6 /0 1976 /0 2059 /0 

8 /0 1937 /0 2000 /0 

 4نوع

2 /0 2048 /0 2127 /0 

4 /0 1967 /0 2058 /0 

6 /0 1868 /0 1970 /0 

8 /0 1730 /0 1851 /0 

 ماده همگن 

2 /0 2116 /0 2187 /0 

4 /0 2116 /0 2190 /0 

6 /0 2116 /0 2190 /0 

8 /0 2116 /0 2190 /0 

 N₀ مشهود است، با افزایش  5  طور که از جدولهمان 

تی سیستم،  فبه دلیل کاهش وزن و همچنین کاهش س

 .کندروند نزولی پیدا می پیشرو و پسرو پایهفرکانس  
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پوسته مخروطی چرخان انس طبیعی بر فرک 𝛼 تأثیر. 6جدول 

C-C 𝑁0شرط مرزی   تحت = ∗Ωو    0.2 = 0.05 

𝛼 𝝎𝒇 جنس 
∗  𝝎𝒃

∗  

 1نوع

0 0532 /0 0612 /0 

30 2068 /0 2160 /0 

45 2515 /0 2519 /0 

60 2561 /0 2680 /0 

90 0350 /0 0664 /0 

 2نوع

0 0521 /0 0601 /0 

30 2035 /0 2117 /0 

45 2473 /0 2484 /0 

60 2530 /0 2648 /0 

90 0341 /0 0658 /0 

 3نوع

0 0529 /0 0609 /0 

30 2071 /0 2149 /0 

45 2511 /0 2526 /0 

60 2566 /0 2677 /0 

90 0341 /0 0658 /0 

 4نوع

0 0523 /0 0603 /0 

30 2048 /0 2127 /0 

45 2486 /0 2500 /0 

60 2544 /0 2658 /0 

90 0339 /0 0657 /0 

 ماده همگن 

0 0543 /0 0622 /0 

30 2116 /0 2187 /0 

45 2547 /0 2578 /0 

60 2612 /0 2709 /0 

90 0351 /0 0664 /0 

بر   نیز  هندسی  پارامترهای  سیستم،  جنس  بر  علاوه 

این  فرکانس  از  یکی  هستند.  تأثیرگذار  طبیعی  های 

زاویه  نیمپارامترها،  پوستهی  مخروطیرأس  است.   ی 

شود، با افزایش  مشاهده می   6طور که در جدول  همان 

افزایش  α  ی زاویه  دلیل  به  سیستم  طبیعی  فرکانس   ،

رأس ی نیم یابد. با این حال، در زاویه تی، افزایش میفس

ای توخالی تبدیل  درجه که پوسته به یک ورق دایره   90

ورق می کمتر  مقاومت  دلیل  به  با  شود،  مقایسه  در  ها 

فرکانس  پوسته میبهها،  کاهش  ناگهانی  .  یابدصورت 

ت بسیار  پارامترهای  از  دیگر  رفتار  أیکی  بر  ثیرگذار 

هاست. با عنایت به  شرط مرزی آن  ،هاارتعاشی پوسته 

ثیر شروط مرزی مختلف بر فرکانس  أتوان تمی   7جدول  

 طبیعی سیستم را مشاهده کرد.

 

پوسته مخروطی  طبیعی  فرکانس بر  زیشرط مر ثیرأ. ت7جدول 

𝛼 چرخان = ∗Ωو    30° = 𝑁0و   0.05 = 0.2 

𝝎𝒇 شرط مرزي  جنس 
∗  𝝎𝒃

∗  

 1نوع

C-C 2068 /0 2160 /0 

C-F 1109 /0 1410 /0 
10S-S 2024 /0 2145 /0 

 2نوع

C-C 2035 /0 2117 /0 

C-F 0846 /0 1148 /0 

S-S 1983 /0 2100 /0 

 3نوع

C-C 2071 /0 2149 /0 

C-F 1133 /0 1433 /0 

S-S 2035 /0 2138 /0 

 4نوع

C-C 2048 /0 2127 /0 

C-F 0989 /0 1289 /0 

S-S 2005 /0 2113 /0 

 ماده همگن 

C-C 2116 /0 2187 /0 

C-F 1012 /0 1313 /0 

S-S 2071 /0 2173 /0 

  6و جدول    5جدول    نی شده بمشاهده   ی اختلاف عدد

𝛼ا  ب  کسانی  طی درجه )در شرا  30  هیزاو  ی برا = 30°   

∗Ωو   = 𝑁0و    0.05 = از  ک   0.2 دهممتر    یك 

ا  درصد حل   زانی م  نی است.  در    ی عدد  ی هااختلاف 

اشتباه    ای  ی محاسبات  ی از خطا  یبوده و ناش  یعیکاملاً طب

  ی هاستمیبه تفاوت در س  تواندیبلکه م  ست،ی در حل ن

تفاوت در    ایافزار متلب،  مختلف نرم   ی هانسخه   ،ییاجرا
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. شدشناور مربوط با  زیمحاسبات مم  ی و نحوه   لیسانس

تلورانس    ی قبول و در محدوده اختلاف قابل  نیا  نیبنابرا

 قرار دارد. یمسائل  نیمعمول در چن  ی عدد

ماه به  توجه  ا  یچرخش  تیبا  در  مطالعه،    نیپوسته 

دوران عنوان    یسرعت  کل   کی به  پاسخ    ی دیپارامتر  بر 

همان گذاردی م  ری تأث  ستمی س  یکینامید در  .  که  طور 

چرخان   ی هاحالت   انیدر م  شود،ی مشاهده م  8جدول  

  5از    یسرعت دوران  شی(، افزارصفر یغ  ی)با سرعت دوران 

ثان  انیراد  40به   افزا  هیبر  محسوس    شی باعث 

به   توانی رفتار را م  نی. ا گرددیم  یعیطب   ی هافرکانس 

از مرکز و    ز یگر  ی روهایاز ن   یناش  یکنندگاثرات سخت 

افزا  سیولیکور با  که  داد  چرخش،    شینسبت  سرعت 

 .دهندیم  شی مؤثر پوسته را افزا یسفت

مقا  نیا  با حالت    ریمقاد  سهیحال،  در  فرکانس 

𝛺)   رچرخانیغ = حالت (  0 نشان   ی هابا  چرخان 

تخلخل وابسته    عیبه نوع توز  ی رفتار  ی که الگو  دهدیم

برا توز  ی است.  در  فرکانس 3و    2نوع    عینمونه،   ی ها، 

در  پس  𝛺رونده  = کمتر  (  5 ساکن  حالت  مقدار  از 

رونده  پس   کانس ، فر4نوع    عیدر توز  کهیهستند، در حال 

𝛺در   =  ده ی پد  ن ی. ارودی از حالت ساکن فراتر م(  10

توز  یناش پوسته   کنواختیریغ  عیاز  در ضخامت  جرم 

م  باعث  که  است  ب  شودیمتخلخل  اثر    نیتعادل 

اثر  ن یی پا  ی ها)در سرعت   یروسکوپیژ  یشوندگنرم  و   )

  ی هااز مرکز )در سرعت  زیگر  ی هاتنش   یشوندگسخت 

اگرچه    ن،ی متفاوت باشد. بنابرا  خلخلهر نوع ت  ی بالا( برا

وس دامنه  سرعت   یع یدر  افزااز  به    Ω  شی ها،  منجر 

م  شیافزا در    یول  شود،یفرکانس  فرکانس  مقدار 

از    شتریب  ایکمتر    تواندیم  نییپا  یدوران  ی هاسرعت 

ا  رچرخانی حالت غ   میرفتار به طور مستق  ن یباشد که 

 تخلخل قرار دارد. عینوع توز ری تحت تأث

  پوسته مخروطیسرعت دوران بر فرکانس طبیعی   تأثیر. 8جدول 

C-C 𝑁0تحت شرط مرزی   = 𝛼و      0.2 = 30° 

Ω 𝝎𝒇 جنس 
∗  𝝎𝒃

∗  

 1نوع

0 1994 /0 1994 /0 

5 1984 /0 2025 /0 

10 1994 /0 2045 /0 

20 2046 /0 2068 /0 

30 2080 /0 2206 /0 

40 2144 /0 2395 /0 

 2نوع

0 2452 /0 2452 /0 

5 1937 /0 1978 /0 

10 1947 /0 2011 /0 

20 2013 /0 2023 /0 

30 2048 /0 2165 /0 

40 2113 /0 2357 /0 

 3نوع

0 2476 /0 2476 /0 

5 1972 /0 2013 /0 

10 1982 /0 2049 /0 

20 2050 /0 2057 /0 

30 2084 /0 2196 /0 

40 2147 /0 2386 /0 

 4نوع

0 1957 /0 1957 /0 

5 1947 /0 1988 /0 

10 1957 /0 2025 /0 

20 2026 /0 2033 /0 

30 2061 /0 2174 /0 

40 2125 /0 2366 /0 

 ماده همگن 

0 2026 /0 2026 /0 

5 2016 /0 2057 /0 

10 2025 /0 2097 /0 

20 2096 /0 2098 /0 

30 2129 /0 2233 /0 

40 2190 /0 2420 /0 
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عیناً با هم برابر بود و اختلافی    7و   6داده های جداول  

، داده های  5دیده نشد و در آخر با اصلا خروجی جدول  

با هم همخوانی دارند. و خطای ناشی   7و    6و    5جدول  

 متلب دیده نمیشود.   نسخۀاز متفاوت بودن 

با   فرکانس  افزایش  بر  تأکید  بر  علاوه  ترتیب،  بدین 

کننده  افزایش سرعت در محدوده چرخان، نقش تعیین

توزیع تخلخل در تفاوت رفتار با حالت غیرچرخان نیز  

شده مورد  روشن شده است. امید است اصلاحات انجام 

 قبول واقع گردد. 

 گيرينتيجه. 6

پوسته و  پنل  آزاد  ارتعاشات  پژوهش،  این  های  در 

متخلخل   روش    FGPمخروطی  از  استفاده  با  چرخان 

مورد مطالعه قرار گرفت. صحت و پایایی    GDQ عددی 

آزمایی با مراجع  نتایج از طریق بررسی همگرایی، راستی 

افزار آباکوس، و همچنین تحلیل حساسیت  معتبر و نرم 

 .پارامترهای کلیدی تأیید گردید

به   (N₀) ها نشان داد که افزایش پارامتر تخلخلبررسی 

کاهش   موجب  سیستم،  سختی  و  جرم  کاهش  دلیل 

میفرکانس  طبیعی  افزایش  های  دیگر،  سوی  از  شود. 

تا پیش از رسیدن به حالت   (𝛼) رأس پوستهزاویه نیم 

دایره  )ورق  سفتی    90ای  افزایش  علت  به  درجه(، 

فرکانس  میسیستم،  افزایش  را  طبیعی  دهد.  های 

به سیستم  بر  دورانی  سرعت  تأثیر  وضوح همچنین، 

به بود،  چرخش،  طوری مشهود  سرعت  افزایش  با  که 

کنندگی ناشی از نیروهای گریز از مرکز و  اثرات سخت 

طبیعی   فرکانس  مقادیر  افزایش  به  منجر  کوریولیس 

همچنین قابل ذکر است که در این پژوهش با    .گردید

مدل  به  محوری،  توجه  تقارن  عدم  با  سیستم  سازی 

پنل می کامل،  پوسته  بر  علاوه  دورانی  توان  های 

صنعت  متخلخل   در  دارد  که  بیشتری  نیز  کاردبرد  را 

 بررسی کرد.

میبه کلی،  پارامترهای طور  که  گرفت  نتیجه  توان 

رفتار   در  بسزایی  تأثیر  دورانی  و  مکانیکی  هندسی، 

پوسته در  دینامیکی  و  دارند  متخلخل  مخروطی  های 

هایی در کاربردهای  سازی چنین سازه طراحی و بهینه 

به باید  روش  مهندسی  گیرند.  قرار  توجه  مورد  دقت 

به در  کارگرفتهعددی  بالایی  دقت  و  توانایی  نیز  شده 

.های پیچیده از خود نشان دادسازی این پدیده مدل 
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 نوشت پی

 
1 Functionally Graded Material, FGM 
2 Functionally Graded Porous, FGP 
3 Generalized Differential Quadrature, GDQ 
4 Symmetric Porosity Distribution 
5 Non-symmetric Porosity Stiff Distribution 
6 Non-symmetric Porosity Soft Distribution 
7 Chebyshev–Gauss–Lobatto 
8 Clamped-Free 
9 Clamped-Clamped 
10Simply Supported- Simply Supported   


