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 پژوهشیمقاله 

ارتعاش ورق تاخورده مدرج تابعی: رویکرد تفاضل مربعات   تحلیل

 تغییر شکل برشی مرتبه اولو تئوری 
 نیما مهندسی  

 دانشجوی دکتری 

 دانشکده مهندسی مکانیک، 

 دانشگاه صنعتی قم   

 *مصطفی طالبی توتی

 دانشیار

دانشکده مهندسی مکانیک،  

 دانشگاه صنعتی قم

 محمد فدایی

 دانشیار

دانشکده مهندسی مکانیک،  

 دانشگاه صنعتی قم

mohandesi.n@qut.ac.ir talebi@qut.ac.ir fadaee@qut.ac.ir 

 

 

 25/2/1405 تاریخ پذیرش:                                                                                                   14/3/1404تاریخ دریافت:   

 چکيده 
مورد بررسی قرار گرفته    1( FGM)  مواد مدرج تابعیی ساخته شده از  های تاخورده در این پژوهش، ارتعاشات ورق 

ها  ای از مواد پیشرفته، دارای ساختار ناهمگن بوده و مشخصات مکانیکی آناست. مواد مدرج تابعی، به عنوان دسته

ی پایین ساخت، های تاخورده، به دلیل سهولت تولید و هزینه کند. ورق به طور پیوسته در راستای ضخامت تغییر می 

توان به استفاده در طراحی  ها می اند. از جمله کاربردهای نوظهور این ورق کاربردهای متنوعی در صنایع مختلف یافته 

های الاستیک  و ساخت هواپیماهای جنگنده نسل پنجم با قابلیت رادارگریزی اشاره کرد. در این مطالعه، ابتدا مدول 

معادلات حاکم بر  ،  2اصل همیلتونی مواد مدرج تابعی در نظر گرفته شد. سپس، با استفاده از  و چگالی ورق تاخورده 

دهنده ورق تاخورده، به طور جداگانه استخراج شدند. با اعمال  دینامیک و شرایط مرزی مربوط به هر دو لایه تشکیل 

یکپارچه   صورت  به  پیوستگی  معادلات  و  مرزی  شرایط  حاکم،  معادلات  تاخوردگی،  ناحیه  در  پیوستگی  شروط 

استفاده شد و با حل    3تفاضل مربعات-لوی بندی گردیدند. برای تحلیل این مجموعه معادلات، از روش ترکیبی  فرمول 

تابعی محاسبه گردید. به منظور اعتبارسنجی  های طبیعی ورق تاخورده مسئله مقدار ویژه، فرکانس  ی مواد مدرج 

)مبتنی بر روش اجزاء محدود(    4کامسول  سازی افزار شبیهی مواد مدرج تابعی در نرم نتایج تحلیلی، ورق تاخورده 

- ی نتایج حاصل از روش اجزاء محدود با نتایج به دست آمده از روش ترکیبی لوی سازی و تحلیل شد. مقایسهمدل 

 .سازی ریاضی و روش حل تحلیلی ارائه شده در این پژوهش استی دقت بالای مدلدهنده تفاضل مربعات، نشان

 تابعی؛ ارتعاشات؛ ورق تاخورده؛ روش مربعات دیفرانسیلی   مدرجمواد  واژگان کليدي:

 

 . مقدمه1
های تاخورده در صنننایع مختلفی همانند صنننعت  ورق

ترین مزینت  هوافضنننا کناربرد فراوانی دارنند. برجسنننتنه

 
 نویسنده مسئول  *

های منحنی شنکل های تاخورده نسنبت به پوسنتهورق

ای، سناخت آسنان و ارزان این  ی اسنتوانههمانند پوسنته

ها  ها اسنت به خصنوز زمانی که جنس این سنازه سنازه

mailto:talebi@qut.ac.ir
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  (FGMتنابعی )  مندرجز مواد کنامپوزیتی بناشننند. مواد  ا

باشند نوعی مواد کامپوزیتی با ریز سناختار ناهمگن می

که خواز مکانیکی آن به طور پیوسته از یک سطح به 

  گردهمسننانکند و غالبا از مواد  تغییر میسننطح دیگر  

شننود. اسننتفاده از  همانند فلز و سننرامیک سنناخته می

تواند عملکرد مکانیکی را بالا ببرد و اسنتفاده  فلزات می

بخشد.  تواند مقاومت حرارتی را بهبود  ها میاز سرامیک

( منفنهنوم  بننار  کنوینزومنیFGMاولنینن  تنوسنننط  بنرای     5( 

با رشنند روز    .[1] مقاومت حرارتی توسننعه داده شنند

  مدرجافزون فناوری سناخت مواد پیشنرفته همانند مواد 

به طور گسننترده در صنننایعی همانند هوافضننا و   تابعی

های  . نظریه[2]  کار گرفته شننند بهمهندسنننی خودرو  

ها  مختلفی توسنط دانشنمندان برای بررسنی رفتار ورق 

توسنعه یافت. در نظر گرفتن ارر تغییر شنکل برشنی در  

سنازی و تحلیل ورق با ضنخامت متوسنط ضنروری  مدل

هنایی مناننند نظرینه ورق  اسنننت. بر این اسننناه نظرینه

توسنعه داده شنده اسنت.  7و نظریه ورق ردی   6میندلین

ها همانند  های ورق، رفتار مکانیکی ورقبر اساه نظریه

ارتنعنناشننننات  [  4و    3]خنمنش   طنی    [6و    5]و  در 

هایی بررسنی گردید. حل دقی  ارتعاشنات ورق  پژوهش

مسنتطیلی از مواد مدرج تابعی توسنط حسنینی هاشنمی  

. براسنناه تئوری غیر  [7]و همکاران اسننتخراج گردید  

  جزاءای بنالا و بنا اسنننتفناده از روش حنل  محلی مرتبنه

محدود یک نانو صنننفحه از جنس ویسنننکوالاسنننتیک  

ت  سننازی شنند و مورد تحلیل ارتعاشنناتی قرار گرف مدل

.  پناسنننخ دیننامیکی ورق کنامپوزیتی مگنو الکترو  [8]

تحت    8الاسننتیک بر روی بسننتر ویسننکو پاسننترنا 

بارگذاری انفجار بر اسننناه نظریه غیرمحلی مرتبه بالا  

مدرج  . ارتعاشنات آزاد یک ورق از مواد [9]  بدسنت آمد

های گرافن، براسنناه نظریه  تابعی تقویت شننده با لایه

  اجزاءمرتبنه بنالاتر برشنننی و بنا اسنننتفناده از روش حنل 

. در پژوهشنننی دیگر، حنل [10]محندود تحلینل شننند  

دقیقی برای ارتعاشات حرارتی ورق از مواد مدرج تابعی  

. تجزینه و  [11د ]ئنه شننن اور در آب ارچنند جهتنه غوطنه

تنابعی    مندرجتحلینل ارتعناش ننانوتیرهنای منحنی از مواد  

متخلخل روی بسنننتر الاسنننتیک با اسنننتفاده از روش  

. همچنین در  [12]انجنام شنننند    9عنددی ریلی ریتز

های تخت و تاشنده  پژوهشنی دیگر رفتار دینامیکی ورق

ی تغییر  در ینک محیط گرمنایی بنا اسنننتفناده از نظرینه

. از  [13]ای بررسنی شند شنکل برشنی غیر چند جمله

ینک نظرینه مرتبنه بنالاتر ورق، برای تحلینل دیننامینک  

گنذرا صنننفحنات کنامپوزینت تناخورده تحنت بنارگنذاری  

. ورق سنناندویچی از مواد  [14]مختلف اسننتفاده شنند 

ی پیزوالکترینک تحنت بنارگنذاری  تنابعی بنا لاینهمندرج  

الکترومکنانیکی بنه روش مربعنات دیفرانسنننیلی حنل  

  ی ارتعاشات آزاد پنل و پوسته متصل کرو   .[15]گردید  

  افتهی میتعم  یلیفرانسنن ید به روش مربعات  ی ااسننتوانه

  یک یارر خواز مکنان  .[16]  بررسنننی شنننند  ی بعنددو

ی اسننتوانهی اهاپوسننته  یبر رفتار ارتعاشننات  کیسننتلاا

  ی مرز   طیبا شنننرا تابعی  مدرجشنننده از مواد   سننناخته

 . [17] مورد تحلیل قرار گرفت مختلف

چرخنان بنا وصنننلنه    یلیورق مسنننتط  ارتعناشنننات آزاد

  یل ی فرانسننن یمربعنات د  ی عندد  روشه  بن   کین زوالکتریپ

تغییر شنکل برشنی مرتبه  و براسناه نظریه   افتهی  میتعم

پاسنخ ارتعاش آزاد و   [.18]بررسنی شند  10(FSDT)اول  

ای تاشننده سنناخته شننده از  های صننفحهاجباری سننازه

ای  های چندلایه با اسننتفاده از المان صننفحهکامپوزیت

ای و براسناه نظریه تغییر شنکل برشنی  گره  9لاگرانژی  

پنینش اول  شنننندمنرتنبننه  تنناخنورده   .[19]  بنینننی  ورق 

براسنناه نظریه تغییر شننکل برشننی مرتبه    11آگزتیکی

مربعات دیفرانسنیلی    حل عددی   روشبه  (FSDT)  اول

ارتعاشننات ورق تاخورده بر اسنناه  .  [20]تحلیل شنند 

ی تغییر شنکل برشنی مرتبه اول و با اسنتفاده از  نظریه

.  [ 21]تحلینل شننند    12ی گلرکینروش بندون شنننبکنه

تحلینل ارتعناش آزاد ورق تناشنننده کنامپوزیتی چنندلاینه  

بنا اسنننتفناده از نظرینه تغییر    حرارتی-تحنت بنار رطوبتی

های  ویژگی.  [22]شننکل برشننی مرتبه اول انجام شنند  

ارتعاش آزاد صنفحات مسنتطیلی تاشنده کامپوزیتی با 
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شننده با صننفحات گرافن، با اسننتفاده از  های غنیلایه

بررسننی    13یافتهروش المان مربعی دیفرانسننیلی تعمیم

 .[23]شد 

مورب مرکب تقویت شده    ارتعاشات آزاد ورق تاخورده

استفاده    باهای کربنی به صورت مدرج تابعی  با نانولوله

کلاسیک    و بر اساه نظریه  14آیزوژئومتریک از رویکرد  

به روش تجربی   [.24]ها مورد مطالعه قرار گرفت  ورق 

دیفرانسیلی   مربعات  عددی  روش  کامپوزیت  ورق  و 

چندلایه الیاف شیشه با نانولوله کربنی تاخورده بررسی  

آنالیز مودال با  و  فرکانس طبیعی و شکل مودها    ،شد 

طبیعی و  فرکانس  در تحقی  دیگر    .[25]  بدست آمد 

ی متخلخل و  با هسته شکل مودهای ورق ساندویچی  

های کربنی  شده با نانو لوله های کامپوزیتی تقویت رویه 

   .]26[د مدرج تابعی بررسی ش

تابعی   مدرجی  در این پژوهش به بررسی ورق تاخورده

روش حل   به  برشی  تغییر شکل  اول  نظریه  اساه  بر 

این   تفاضل مربعات پرداخته شده است.  -ترکیبی لوی 

مختلف،   مرزی  شرایط  بررسی  امکان  ضمن  روش 

تفاضل   های روش   های پیچیدگی  روش  مانند  عددی 

است. برده  بین  از  را  دوطرفه  از    مربعات  استفاده  با 

با جنس مدرج تابعی   کامسول ورق مورد نظر   افزار نرم 

دقی  روش  به صورت  و   اجزاء  به  شد  تحلیل  محدود 

نتایج  اساه  بر  مربعات  تفاضل  روش  از  حاصل  نتایج 

شد. همچنین ارر تغییر    سنجیصحه   افزارنرم حاصل از  

ی تاخوردگی بر  ضخامت ورق، تغییر طول و تغییر زاویه

فرکانس طبیعی ورق تاخورده مواد مدرج تابعی بررسی 

 گردید.   

 هاي هندسی و مادي ورق تاخورده ویژگی.  2

گرفتننه   نظر  در  تننابعی  منندرج  مواد  از  تنناخورده  ورق 

مواد مدرج تابعی را توصننیف  الف  -1شننود. شننکل می

. همانطور که نشنان داده شنده اسنت جنس ورق  کندمی

از یک سننطح به سننطح دیگر از سننرامیک به فلز تغییر  

کنند. تغییر خواز مناده بنه مرور و بنا تغییر  پیندا می

پذیرد و تنها در ابتدا و انتهای  ضننخامت ورق انجام می

مطاب  با خواز سنرامیک    کاملاًضنخامت ورق، خواز  

 باشد.و یا خواز فلز می

 

 
 ج

 
 تابعی  مدرج ی . شماتیکی از ماده1شکل 

 
یک ورق تاخورده از جنس مواد مدرج   ب-1در شنکل  

به ترتیب به طول    2Lو  1Lتابعی نشنان داده شنده اسنت.  

قسنننمت اول و طول قسنننمت دوم ورق اشننناره دارد.  

دهنننده  aهمچنین   تنناخورده  نشننننان  ورق  ی عرض 

نشنان داده شنده    βی تاخوردگی ورق با باشند. زاویهمی

اسنت. شنرایط مرزی در حل این مسنئله به صنورت دو  

گاه سناده در  انتها آزاد و چهار لبه دیگر به صنورت تکیه

 الف

 ب
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گاه  ی آزاد و تکیهشننود که به ترتیب لبهنظر گرفته می

نشننان داده شننده اسننت.   Ssو   Fسنناده در شننکل با 

  1روابط  به صنننورت    FGMهای الاسنننتیک ورق  رابت

 شود.  محاسبه می

𝐸(𝑧) = (𝐸𝑐 − 𝐸𝑚) ( 
2𝑧 + ℎ

2ℎ
)
𝑃

+ 𝐸𝑚 

𝜌(𝑧) = (𝜌𝑐 − 𝜌𝑚) (
2𝑧 + ℎ

2ℎ
)
𝑃

+ 𝜌𝑚 

𝐺(𝑧) =
𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈(𝑧))
 

(1 )  

ترتیب نشان   νو  E  ،G  ،ρ  ،h  ،1روابط  در   ی دهندهبه 

و   ورق  ضخامت  چگالی،  برشی،  مدول  یانگ،  مدول 

به   mو  c  های باشند. همچنین اندیس ضریب پواسون می

ماده  به  دارند.ترتیب  اشاره  فلز  و  سرامیک  ضریب    ی 

باشد یک عدد کلیدی در مواد مدرج تابعی می Pتوانی 

مدرج   مواد  خواز  تدریجی  تغییر  نحوه  و  سرعت  که 

 کند. تابعی را از یک سطح به سطح دیگر تعیین می 

 . معادلات حاکم 3

بر اساه نظریه تغییر شکل    تنش و کرنش  های لفهؤم

ورق  اول  مرتبه  با  برشی  مطاب   بیان    2ی  رابطهها 

 گردد.  می

  

(2 )  

[

𝜖𝑥𝑘𝑥𝑘
𝜖𝑦𝑘𝑦𝑘
𝛾𝑥𝑘𝑦𝑘  

]

=

[
 
 
 
 
 

𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑥𝑘
⁄

𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑦𝑘
⁄

𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑦𝑘
⁄ +

𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑘
⁄ ]

 
 
 
 
 

+ 𝑧

[
 
 
 
 
 

𝜕𝜃𝑥𝑘
𝜕𝑥𝑘
⁄

𝜕𝜃𝑦𝑘
𝜕𝑦𝑘
⁄

𝜕𝜃𝑥𝑘
𝜕𝑦𝑘
⁄ +

𝜕𝜃𝑦𝑘
𝜕𝑥𝑘
⁄

]
 
 
 
 
 

, 

[
𝛾𝑥𝑘𝑧𝑘
𝛾𝑦𝑘𝑧𝑘

] = [
𝜃𝑥𝑘 +

𝜕𝑤𝑘
𝜕𝑥𝑘
⁄

𝜃𝑦𝑘 +
𝜕𝑤𝑘

𝜕𝑦𝑘
⁄

] , 

[

𝜎𝑥𝑘𝑥𝑘
𝜎𝑦𝑘𝑦𝑘
𝜎𝑥𝑘𝑦𝑘  

] = [

𝑄𝑘11 𝑄𝑘12 0
𝑄𝑘21 𝑄𝑘22 0
0 0 𝑄𝑘33

] [

𝜖𝑥𝑘𝑥𝑘
𝜖𝑦𝑘𝑦𝑘
𝜖𝑥𝑘𝑦𝑘

], 

[
𝜎𝑥𝑘𝑧𝑘
𝜎𝑦𝑘𝑧𝑘

] = [
𝑄𝑘44 0
0 𝑄𝑘55

] [
𝜖𝑥𝑘𝑧𝑘
𝜖𝑦𝑘𝑧𝑘

] , 

k=1,2. 

 

که   (  𝜃𝑦𝑘   و 𝑢𝑘  ،𝑣𝑘  ،𝑤𝑘،𝜃𝑥𝑘)   متغیرجایی 

و  جابه  های لفهؤمی  دهندهنشان جایی 

تغییر شکل برشی مرتبه  چرخش در نظریه  

را    2و  1که مقادیر    kمتغیر  باشند.  می  اول

اشاره می  گیردمی دوم  و  اول  ورق    کند. به 

برای  درایه سفتی  ماتریس  مواد  های  ورق 

مطاب     FSDT  با توجه به تئوری   تابعی  مدرج

با توجه    گرددمحاسبه می  3ی  رابطهبا   که 

به جنس یکسان هر دو ورق، این روابط بر  

 هر دو ورق قابل به کارگیری است.

(3 ) 

𝑄11(𝑧) = 𝑄22(𝑧)

=
𝐸(𝑧)

1 − 𝜈(𝑧)2
, 𝑄12(𝑧) = 𝑄21

=
𝐸(𝑧)𝜈(𝑧)

1 − 𝜈(𝑧)2
 

𝑄66 = 𝑄55 = 𝑄44 = 𝐺(𝑧) 
 

از   استفاده  با  ماتریس   3ی  رابطه با  های سفتی مطاب  

که با توجه به جنس و ضخامت    آیدبدست می  4ی  رابطه 
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یکسان هر دو قسمت ورق، قابل استفاده برای هر دو  

   باشد.بخش می

(4 ) 
(𝐴𝑖𝑗 , 𝐵𝑖𝑗 , 𝐷𝑖𝑗)

= ∫ 𝑄𝑖𝑗

ℎ
2⁄

−ℎ
2⁄

(1, 𝑧, 𝑧2)𝑑𝑧 

منتجه و همچنین  برشی  نیروی  محوری،  نیروی  های 

 ی زیر خواهد بود.ممان خمشی مطاب  رابطه 

(5 ) (

 
 
 
 

𝑁𝑥𝑘𝑥𝑘
𝑁𝑦𝑘𝑦𝑘
𝑁𝑥𝑘𝑦𝑘
𝑀𝑥𝑘𝑥𝑘

𝑀𝑦𝑘𝑦𝑘

𝑀𝑥𝑘𝑦𝑘)

 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
𝐴11 𝐴12 0
𝐴12 𝐴22 0
0 0 𝐴66

0    0    0
0    0    0
0    0    0

 0    0    0 
0   0    0 
0   0    0 

𝐷11 𝐷12 0 
𝐷12 𝐷22 0 
0 0 𝐷66]

 
 
 
 
 

(

 
 
 
 

𝜀𝑥𝑘𝑥𝑘
0

𝜀𝑦𝑘𝑦𝑘
0

𝜀𝑥𝑘𝑦𝑘
0

𝜅𝑥𝑘𝑥𝑘
𝜅𝑦𝑘𝑦𝑘
𝜅𝑥𝑘𝑦𝑘)

 
 
 
 

 

سازی انرژی )اصل همیلتون(، با استفاده از اصل کمینه

های ورق  معادلات حاکم بر ورق و شرایط مرزی در لبه 

 گردد.  بیان می 6ی رابطهآید که به صورت بدست می

(6)  ∑(𝛿∫ (𝑈𝑘 − 𝑇𝑘)
𝑡

0

𝑑𝑡)

2

𝑘=1

= 0     

  پتانسیل به ترتیب بیانگر انرژی    kTو  kU  ،6ی  رابطهدر  

می جنبشی  انرژی  و  و  جنبشی  انرژی  مقادیر  باشد. 

 آید. بدست می 7ی رابطهمطاب  با  پتانسیل

(7 ) 

𝑈𝑘

=
1

2
  ∫ ∫ ∫ (𝜎𝑥𝑘𝑥𝑘𝜖𝑥𝑘𝑥𝑘

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑎

0

𝐿𝑘

0

+ 𝜎𝑦𝑘𝑦𝑘𝜖𝑦𝑘𝑦𝑘 + 𝜎𝑥𝑘𝑦𝑘𝛾𝑥𝑘𝑦𝑘
+ 𝜎𝑥𝑘𝑧𝑘𝛾𝑥𝑘𝑧𝑘  + 𝜎𝑦𝑘𝑧𝑘𝛾𝑦𝑘𝑧𝑘)𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥, 

 
1

2
  ∫ ∫ ∫ 𝜌𝑘 [(

𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑡
+

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑎

0

𝐿𝑘
0

=k T

𝑧
𝜕𝜃𝑥𝑘

𝜕𝑡
)
2
+ (

𝜕𝑣𝑘

𝜕𝑡
+ 𝑧

𝜕𝜃𝑦𝑘

𝜕𝑡
)
2

+

(
𝜕𝑤𝑘

𝜕𝑡
)
2
] 𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥   

گیری جزبه  و به کمک انتگرال  7و    6روابط  با استفاده از  

های مختلف ورق  ی حاکم برای قسمتپنج معادله   ،جز

 آید.بدست می 8روابط  مطاب  با  

(8 ) 

𝜕𝑁𝑥𝑘𝑥𝑘
𝜕𝑥

+ 
𝜕𝑁𝑥𝑘𝑦𝑘
𝜕𝑦

= 𝐽𝑘1
𝜕2𝑢𝑘
𝜕𝑡2

+ 𝐽𝑘2
𝜕2𝜃𝑥𝑘
𝜕𝑡2

 , 

 

𝜕𝑁𝑦𝑘𝑦𝑘
𝜕𝑦

+ 
𝜕𝑁𝑥𝑘𝑦𝑘
𝜕𝑥

= 𝐽𝑘1
𝜕2𝑣𝑘
𝜕𝑡2

+ 𝐽𝑘2
𝜕2𝜃𝑦𝑘
𝜕𝑡2

 , 

 

𝜕𝑄𝑥𝑘
𝜕𝑥

 +
𝜕𝑄𝑦𝑘
𝜕𝑦

= 

𝐽𝑘1
𝜕2𝑤𝑘
𝜕𝑡2

, 

 

𝜕𝑀𝑥𝑘𝑥𝑘

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝑥𝑘𝑦𝑘

𝜕𝑦
− 𝑄𝑥𝑘

= 𝐽𝑘2
𝜕2𝑢𝑘
𝜕𝑡2

+ 𝐽𝑘3
𝜕2𝜃𝑥𝑘
𝜕𝑡2

 , 

 

𝜕𝑀𝑦𝑘𝑦𝑘

𝜕𝑦
+
𝜕𝑀𝑥𝑘𝑦𝑘

𝜕𝑥
− 𝑄𝑦𝑘

= 𝐽𝑘2
𝜕2𝑣𝑘
𝜕𝑡2

+ 𝐽𝑘3
𝜕2𝜃𝑦𝑘
𝜕𝑡2

 , 

های نیرو  ها به ترتیب به منتجه Mها و  N،  8ی  در معادله

با   مطاب   که  دارند  اشاره  ممان  بدست    9ی  رابطهو 

  آید.می
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(9 )  

(𝑁𝑥𝑘𝑥𝑘 𝑁𝑥𝑘𝑦𝑘 𝑁𝑦𝑘𝑦𝑘)

= ∫ (𝜎𝑥𝑘𝑥𝑘 𝜎𝑥𝑘𝑦𝑘 𝜎𝑦𝑘𝑦𝑘)

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧, 

(𝑀𝑥𝑘𝑥𝑘 𝑀𝑥𝑘𝑦𝑘 𝑀𝑦𝑘𝑦𝑘)

= ∫ (𝜎𝑥𝑘𝑥𝑘 𝜎𝑥𝑘𝑦𝑘 𝜎𝑦𝑘𝑦𝑘)

ℎ

2

−
ℎ

2

× 𝑧 𝑑𝑧, 

[𝑄𝑥𝑘 𝑄𝑦𝑘]

= 𝐾𝑆∫ (𝜎𝑥𝑘𝑧𝑘 𝜎𝑦𝑘𝑧𝑘)

ℎ

2

−
ℎ

2

 

فوق  رابطهدر   برشی  SKی  تصحیح  نظریه    ضریب  در 

برابر با    کهباشد  می  هاتغییر شکل برشی مرتبه اول ورق
5

6
ی  رابطههای اینرسی مطاب  با  . همچنین مماناست  

 آید. بدست می  10

(10 )  
 (𝐽𝑘1 𝐽𝑘2 𝐽𝑘3)

= ∫ 𝜌𝑘(1 𝑧 𝑧2)

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 

  11ی رابطه  ،8ی در رابطه 9ی رابطه  گذاری جای با 

 آید. بدست می

(11 ) 

𝐴11
𝜕2𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑘
2 + 𝐴33

𝜕2𝑢𝑘

𝜕𝑦𝑘
2

+ (𝐴12

+ 𝐴33)
𝜕2𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑘𝜕𝑦𝑘

+ 𝐵11
𝜕2𝜃𝑥𝑘

𝜕𝑥𝑘
2

+ 𝐵33
𝜕2𝜃𝑥𝑘

𝜕𝑦𝑘
2

+ (𝐵12

+ 𝐵33)
𝜕2𝜃𝑦𝑘

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑦𝑘

= 𝐽𝑘1
𝜕2𝑢𝑘
𝜕𝑡2

+ 𝐽𝑘2
𝜕2𝜃𝑥𝑘
𝜕𝑡2

, 

(𝐴11 + 𝐴33)
𝜕2𝑢𝑘
𝜕𝑥𝑘𝜕𝑦𝑘

+ 𝐴33
𝜕2𝑣𝑘

𝜕𝑥𝑘
2

+ 𝐴22
𝜕2𝑣𝑘

𝜕𝑦𝑘
2

+ (𝐵12

+ 𝐵33)
𝜕2𝜃𝑥𝑘
𝜕𝑥𝑘𝜕𝑦𝑘

+ 𝐵33
𝜕2𝜃𝑦𝑘

𝜕𝑥𝑘
2

+ 𝐵22
𝜕2𝜃𝑦𝑘

𝜕𝑦𝑘
2

= 𝐽𝑘1
𝜕2𝑣𝑘
𝜕𝑡2

+ 𝐽𝑘2
𝜕2𝜃𝑦𝑘

𝜕𝑡2
, 

𝐴44 (
𝜕𝜃𝑥𝑘
𝜕𝑥𝑘

+
𝜕2𝑤𝑘

𝜕𝑥𝑘
2 )

+ 𝐴55 (
𝜕𝜃𝑦𝑘

𝜕𝑦𝑘

+
𝜕2𝑤𝑘

𝜕𝑦𝑘
2 ) 

= 𝐽𝑘1
𝜕2𝑤𝑘
𝜕𝑡2
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𝐵11
𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑥𝑘

+ 𝐵33
𝜕2𝑢𝑘

𝜕𝑦𝑘
2

+ (𝐵12

+ 𝐵33)
𝜕2𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑘𝜕𝑦𝑘

+ 𝐷11
𝜕2𝜃𝑥𝑘

𝜕𝑥𝑘
2

+ 𝐷33
𝜕2𝜃𝑥𝑘

𝜕𝑦𝑘
2

+ (𝐷12

+ 𝐷33)
𝜕2𝜃𝑦𝑘

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑦𝑘

− 𝐴44 (𝜃𝑥𝑘 +
𝜕𝑤𝑘
𝜕𝑥𝑘

)

= 𝐽𝑘2
𝜕2𝑢𝑘
𝜕𝑡2

+ 𝐽𝑘3
𝜕2𝜃𝑥𝑘
𝜕𝑡2

, 

 

(𝐵12 + 𝐵33)
𝜕2𝑢𝑘 

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑦𝑘
+ 𝐵33

𝜕2𝑣𝑘

𝜕𝑥𝑘
2

+ 𝐵22
𝜕2𝑣𝑘

𝜕𝑦𝑘
2

+ (𝐷12

+ 𝐷33)
𝜕2𝜃𝑥𝑘
𝜕𝑥𝑘𝜕𝑦𝑘

+ 𝐷33
𝜕2𝜃𝑦𝑘

𝜕𝑥𝑘
2

+ 𝐷22
𝜕2𝜃𝑦𝑘

𝜕𝑦𝑘
2

− 𝐴55 (𝜃𝑦𝑘 +
𝜕𝑤𝑘
𝜕𝑦𝑘

)

= 𝐽𝑘2
𝜕2𝑣𝑘
𝜕𝑡2

+ 𝐽𝑘2
𝜕2𝜃𝑦𝑘

𝜕𝑡2
, 

بر ورق، شرایط   اصل همیلتون علاوه بر معادلات حاکم

کند. با استفاده از  های ورق تعیین میمرزی را در لبه 

برای همه  این اصل می را    ها حالت توان شرایط مرزی 

تعیین کرد. برای ورق تاخورده برای شش لبه شرایط 

می اعمال  مطالعهمرزی   در  حاضرشود.  به    ی  جا  هر 

  FSsSsFSsSsشرایط مرزی   شرایط مرزی اشاره نشود،

 در نظر گرفته شده است. 

  محور   امتداد  در  هاساده در لبه   گاههیتک  ی مرز  طیشرا

kx ها 

(12 ) 𝑢𝑘 = 𝑣𝑘 = 𝑤𝑘 = 𝜃𝑥𝑘 = 𝑀𝑦𝑘𝑦𝑘
= 0 

 

  محور   امتداد  در  هاساده در لبه   گاههیتک  ی مرز  طیشرا

ky ها 

(31 )  𝑢𝑘 = 𝑣𝑘 = 𝑤𝑘 = 𝜃𝑦𝑘 = 𝑀𝑥𝑘𝑦𝑘
= 0 

  محور   امتداد  در   هادر لبه   گیردار   گاههیتک  ی مرز  طیشرا

kxو  هاky ها 

(41 )  𝑢𝑘 = 𝑣𝑘 = 𝑤𝑘 = 𝜃𝑥𝑘 = 𝜃𝑦𝑘 = 0 

ها اشاره دارد.  فوق به شرایط مرزی ورق در لبه   تمعادلا 

همچنین در مرز اتصال بین دو ورق به یکدیگر شرایط 

جایی، پیچش، نیرو و ممان حاکم است. پیوستگی جابه 

جابه به  مربوط  پیوستگی  صورت    جاییشرایط  به 

 شود.  بیان می 15ی رابطه 

(51 )  

𝑢1(𝐿1, 𝑦) = −𝑢2(0, 𝑦)

× cos𝛽

− 𝑤2(0, 𝑦) × sin 𝛽 

𝑣1(𝐿1, 𝑦) = 𝑣2(0, 𝑦) 

𝑤1(𝐿1, 𝑦) = 𝑢2(0, 𝑦)

× sin 𝛽

− 𝑤2(0, 𝑦) × cos 𝛽 

𝜃𝑥1(𝐿1, 𝑦) = 𝜃𝑥2(0, 𝑦) 

𝜃𝑦1(𝐿1, 𝑦) = 𝜃𝑦2(0, 𝑦) 
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به منتجه  نیرو و ممان همچنین معادلات مربوط  های 

در   ورق  دو  پیوستگی  مرز  شده    16رابطه  برای  ارائه 

 است.

(61 )  

−𝑁𝑥1𝑥1(𝐿1, 𝑦) × cos 𝛽

+ 𝑄𝑥1(𝐿1, 𝑦)

× sin 𝛽
= 𝑁𝑥2𝑥2(0, 𝑦) 

𝑁𝑥1𝑦1(𝐿1, 𝑦) = 𝑁𝑥2𝑦2(0, 𝑦) 

−𝑁𝑥1𝑥1(𝐿1, 𝑦) × sin 𝛽

− 𝑄𝑥1(𝐿1, 𝑦)

× cos𝛽 = 𝑄𝑥2(0, 𝑦) 

𝑀𝑥1𝑥1
(𝐿1, 𝑦) = 𝑀𝑥2𝑥2

(0, 𝑦) 

𝑀𝑥1𝑦1
(𝐿1, 𝑦) = 𝑀𝑥2𝑦2

(0, 𝑦) 

 

  ( 16-15روابط پیوستگی )کند تا  کمک می  ج-1شکل  

ارتعاشات    بررسی  با توجه به اینکه هدف قابل فهم باشد.  

به صورت    yهم در جهت    روی روبه   های لبه آزاد است و  

لوی(  ساده  گاهتکیه  میدان    های لفهؤمباشد،  می  )حل 

 شود.جایی به صورت زیر در نظر گرفته میجابه

(71 )  [
 
 
 
 
 
𝑢𝑘(𝑥𝑘, 𝑦𝑘, 𝑡)

𝑣𝑘(𝑥𝑘, 𝑦𝑘, 𝑡)

𝑤(𝑥𝑘, 𝑦𝑘, 𝑡)

𝜃𝑥𝑘(𝑥𝑘, 𝑦𝑘, 𝑡)

𝜃𝑦𝑘(𝑥𝑘, 𝑦𝑘, 𝑡)]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
𝑢̃𝑘(𝑥𝑘) sin 𝜆𝑦

𝑣̃𝑘(𝑥𝑘) cos 𝜆𝑦

𝑤̃𝑘(𝑥𝑘) sin 𝜆𝑦

𝜃̃𝑥𝑘(𝑥𝑘) sin 𝜆𝑦

𝜃̃𝑦𝑘(𝑥𝑘) cos 𝜆𝑦]
 
 
 
 
 

 e𝑖𝜔𝑡 

𝜆،  17رابطه  که در   =
𝑛π

𝑎
بیانگر شماره   nباشد که  می  

  رابطه  گذاری ی جا. با  استموج در راستای عرضی ورق  

معادلات حرکت به صورت معادلات    ،11رابطه  در    17

در ادامه جهت حل   شوند.دیفرانسیل معمولی تبدیل می

-از روش تفاضل مربعات استفاده می  ،معادلات حاصل 

ش حل تفاضل مربعات یک روش حل عددی  روشود.  

باشد و بر این اساه که مشت  یک تابع  مرتبه بالا می

در یک نقطه با مقدار تابع در آن نقطه و نقاط  ψمانند 

 مجاور با ضرایب وزنی مختلف، برابر است. 

(81 )  

  
𝑑𝜓

𝑑𝑥
|𝑥=𝑥𝑖 =∑ℂ𝑖𝑗

1 𝜓(𝑥𝑗),

𝑁𝐿𝑘

𝑗=1

 

𝑑2𝜓

𝑑𝑥2
|𝑥=𝑥𝑖 =∑ℂ𝑖𝑗

2 𝜓(𝑥𝑗)

𝑁𝐿𝑘

𝑗=1

 

  𝑥𝑘در طول    بندی شبکه تعداد نقاط    𝑁𝐿𝑘در جایی که  

ℂ𝑖𝑗باشد.  می
ℂ𝑖𝑗و    1

به ترتیب بیانگر ضرایب رابت وزنی   2

می  مشت برای   دوم  و  اول  مقادیر  [9]  باشدمرتبه   .

وزنی بستگی به تعداد نقاط شبکه و طول کل    بیضرا

 شود: ورق دارد و به صورت زیر بیان می

(19 )  

 ℂ𝑖𝑗
1 =

{
  
 

  
 Π

𝑗=1,𝑗≠𝑖

𝑁𝐿𝑘 (𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)Π𝑗=1,𝑗≠𝑖
𝑁𝐿𝑘 (𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)

𝑖 ≠ 𝑗

− ∑ ℂ𝑖𝑗
1

𝑁𝐿𝑘

𝑗=1,𝑗≠𝑖

𝑖 = 𝑗

 

ℂ𝑖𝑗
2 =

{
 
 

 
 2(ℂ𝑖𝑗

1 ℂ𝑖𝑖
1 −

ℂ𝑖𝑗
1

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
) 𝑖 ≠ 𝑗

− ∑ ℂ𝑖𝑗
2

𝑁𝐿𝑘

𝑗=1,𝑗≠𝑖

𝑖 = 𝑗

 

  آن   در  که  گسسته،از نقاط شبکه    ینوسی کس  عیتوز  کی

شبکه    ی تر متراکم   عتوزی نقاط   ی کنزدی  در   گسستهاز 

در این تحقی  استفاده شده که    ها ارائه شده استلبه 

 به صورت زیر است.

𝑥𝑖 =
1

2
[1 − cos (

𝑖−1

𝑁−1
𝜋)] 𝐿   ;    𝑖 =

1, 2, … , 𝑁𝐿𝑘 (02 )  

در معادلات حرکت و روابط    18رابطه    به کارگیری با  

و جدا کردن درجات  ،  یوستگیپو    حاکم بر شرایط مرزی 

معادلات جبری به صورت    (،b( و مرز ) dآزادی دامنه ) 

اول   سطر  است.  بیان  قابل  زیر  ،  21معادله  ماتریسی 
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جبری   معادلات  دوم،  و سطر  حرکت  جبری  معادلات 

 شرط مرزی و پیوستگی است. 

(12 )  
[
𝑘̃𝑑𝑑 𝑘̃𝑑𝑏
𝑘̃𝑏𝑑 𝑘̃𝑏𝑏

] {
𝑑
𝑏
} − 𝜔2 [

𝑚̃𝑑𝑑 0
0 0

] {
𝑑
𝑏
}

= 0  

 باشد.که بردار درجات آزادی مرز به صورت زیر می

(𝑏)T = [𝑢̃1(𝑥1), 𝑢̃1 (𝑥𝑁𝐿1) , 𝑣̃1
(𝑥1), 𝑣̃1 (𝑥𝑁𝐿1) , 

𝑤̃1(𝑥1), 𝑤̃1 (𝑥𝑁𝐿1) , 𝜃̃𝑥1
(𝑥1), 𝜃̃𝑥1 (𝑥𝑁𝐿1) , 𝜃̃𝑦1

(𝑥1), 

𝜃̃𝑦1 (𝑥𝑁𝐿1) , 𝑢̃2
(𝑥1), 𝑢̃2 (𝑥𝑁𝐿2) , 𝑣̃2

(𝑥1), 𝑣̃2 (𝑥𝑁𝐿2) , 

𝑤̃2(𝑥1), 𝑤̃1 (𝑥𝑁𝐿2) , 𝜃̃𝑥2
(𝑥1), 𝜃̃𝑥2 (𝑥𝑁𝐿2) , 

𝜃̃𝑦2(𝑥1), 𝜃̃𝑦2 (𝑥𝑁𝐿2)] (22 )  

مابقی درجات آزادی در بردار دامنه ظاهر خواهد شد.  

ویژه   مقدار  مسئله  فرکانس طبیعی    ،21رابطه  با حل 

 مورد نظر یافت خواهد شد. 

 سنجیصحه .4
صحه منظور  ترکیبی    ،سنجیبه   تفاضل  -لوی حل 

مقایسه گردید  [  21]با نتایج حاصل از مرجع    مربعات

 باشد. می  1که نتایج مطاب  با جدول  

  حل تحلیلی با بعدپارامتر فرکانسی بی مقایسه نتایج . 1جدول 

 [21]  مرجعاز  2جدول 

 
 مود

(1و1) 

  

 مود

  ( 1و2) 

 

 مود

  ( 1و3) 

 

 مود

  ( 4و1) 
 

12

0 ͦ 

مرجع 

[Error! 
Bookma

rk not 
defined.

]  

2210/

0 

0322/

0 

6113/

0 

6372/

0 

تفاضل 

 مربعات
2182/

0 

2189/

0 

6054/

0 

6289/

0 

اختلافدرصد   26 /1  83 /1  96 /0  3 /1  

حل   که  داد  نشان  قبولی   یتحلیل نتایج  قابل  دقت  از 

با نتایج  برخوردار است.   همچنین جهت مقایسه نتایج 

مودها    اجزاء شکل  رسم  همچنین  و  ورق  محدود 

  اجزاء   به روش    سازی کامسولشبیهافزار  نرم   تاخورده در

گردید.  تحلیل  شبیه   در   محدود  ماژول  این  از  سازی 

Solid mechanics  .گردید با    بندی مش   استفاده 

 16سویپت   و به روش  15وجهی شش  های الماناستفاده از  

  لایه تک ورق تاخورده به صورت    سازی مدلاستفاده شد.  

انجام شد و خواز مواد مدرج تابعی به صورت آنچه در  

تعداد  .  یف گردیدر تعرافزانرم اشاره شد در    1ی  رابطه 

تحلیل  المان این  در  مشخصات  می  80000ها  باشد. 

ها  ویژگی    است.  2هندسی و مادی ورق مطاب  با جدول  

باشد مگر اینکه  ی نتایج بر اساه این جدول میدر همه

ی نتایج تغییر پارامتر ذکر گردد. شرایط مرزی در همه

 باشد. می FSsSsFSsSsبه صورت 

 . مشخصات هندسی و الاستیک ورق تاخورده2جدول 

Ec 

(GPa) 

Em 

(GPa) 

ρc 

(kg/m3) 

ρm 

(kg/m3) 
Ν β(deg) 

380 70 3800 2702 3/0  120 
L1 

(m) 
L2 

(m) a (m) h (m) P 

1/0  1/0  1/0  003/0  1 

چهار فرکانس طبیعی نخست عرضی ورق تاخورده مواد  

در   شده  گرفته  نظر  در  مقادیر  براساه  تابعی  مدرج 

ی نتایج بدست آمد. مقایسه  1مطاب  با جدول    2جدول  

حاصل از روش تفاضل مربعات با نتایج حاصل از حل  

دهد  محدود، نشان می  اجزاء افزاری بر اساه روش  نرم

سازی ریاضی و استفاده از روش عددی تفاضل که مدل

برخوردار    درمربعات   قبولی  قابل  دقت  از  مسئله  این 

از خطای ایجاد شده  تواند ناشی  است. اما اختلافات می

محدود باشد. با توجه به اینکه ورق تا شده    اجزاءدر حل  

شبکه  بنابراین  است  تابعی  مدرج  مواد  در  از  بندی 
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ای برخوردار است. راستای ضخامت ورق از اهمیت ویژه 

بندی زیاد  باید در راستای ضخامت تعداد شبکه   حتماً و  

غیراین  در  که  تابعی باشد  مدرج  مواد  ماهیت  صورت 

راستای  می  معنیبی در  المان  تعداد  افزایش  اما  شود. 

  کند. ضخامت هم هزینه محاسباتی بالایی را تحمیل می

  اجزاءی نتایج حاصل از روش تفاضل مربعات و . مقایسه3جدول 

 β=0180محدود برای زاویه 

 
فرکانس   

 ( 1و1) 
Hz 

فرکانس  

( 1و2)   

Hz 

فرکانس  

( 1و3)   

Hz 

فرکانس  

  ( 4و1) 
Hz  

  جزاءا

 محدود
2 /1278  6 /1672  2 /3698  1 /5814  

تفاضل 

 مربعات
5 /1188  8 /1742  1 /3461  6 /5732  

درصد 

 خطا
7 2 /4  4 /6  4 /1  

تفاضل مربعات    -همگرایی حل ترکیبی لوی   4جدول  در  

با توجه  آورده شده است.    های مختلف برای تعداد گره 

در هر طرف    20به نتایج، همگرایی در تعداد نقاط شبکه  

برای    20× 20در ادامه از تعداد نقطه    حاصل شده است.

 نتایج استفاده خواهد شد. استخراج

بندی مختلف  تعداد نقاط شبکه درفرکانس طبیعی  . 4جدول 

 درجه 120برای زاویه 

شماره 

 مود
5×5   10×10  15×15  20×20  

  ( 1و1) 
Hz 

5/9812  8/9212  5/1289  5/1289  

  ( 1و2) 
Hz 

5/6271  4/9015  6/1589  5/1589  

  ( 1و3) 
Hz 

0/2961  3/3263  7/3258  5/3258  

  ( 1و4) 
Hz 

9/12433  1/4974  6/4979  4/4979  

  ( 1و5) 
Hz 

9/21699  5/6794  1/6805  4/6804  

 ( 1و6) 
Hz 

9/25154  9/8488  8/8469  6/8549  

 

 بحث و نتایج .5

  FGMتغییر پارامترهای هندسی ورق تاخورده از جنس  

باشد. برای   اررگذار  های طبیعی آنتواند در فرکانسمی

بررسی این موضوع هر بار با تغییر یک پارامتر و رابت  

، نتایج بدست 2ی پارامترها مطاب  با جدول  ماندن بقیه

تغییرات  می برحسب  طبیعی  فرکانس  نمودار  و  آید 

ورق   عرضی  نخست  مود  چهار  در  نظر  مورد  پارامتر 

می رسم  نظر  مورد  از   گردد.تاخورده  یکی  ورق  طول 

تواند در تغییر فرکانس ورق تاخورده  پارامترهایی که می

تغییرات فرکانس طبیعی برحسب    2باشد. درشکل    ررؤم

می  2Lطول   مشاهده  است.  گردیده  با  رسم  که  گردد 

کند که  افزایش طول فرکانس طبیعی کاهش پیدا می

بیشتر   بسیار  بالاتر  مودهای  در  فرکانس  کاهش  این 

 است. 

 

 2Lطول  . نمودار تغییرات فرکانس برحسب2شکل 

فیزیکی   پدیده  دو  ورق،  طول  افزایش  رخ    زمانهم با 

طبیعی  می فرکانس  کاهش  باعث  دو  هر  که  دهد 

نتیجه  می در  و  ورق، جرم  بلندتر شدن  با  اول،  شوند. 

می  افزایش  آن  به  اینرسی  برای  که  معنا  این  به  یابد؛ 

تر به نیروی بیشتری نیاز  نوسان درآوردن ورق سنگین 
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نوسان شدن  کندتر  باعث  خود  امر  این  که  و  است  ها 

شود. دوم، همزمان با افزایش طول،  کاهش فرکانس می

پذیرتر گشته و مقاومت خمشی آن  تر و انعطاف ورق نرم 

در حالی کاهش می  تر  تر سفت که یک ورق کوتاه یابد، 

تری دارد. ترکیب این دو ارر، های سریعبوده و نوسان

یعنی افزایش اینرسی و کاهش سختی خمشی، سبب 

نوسان کرده   تری کم شود که ورق بلندتر با فرکانس می

 گردد. تر و ارتعاشات آن به طور محسوسی آهسته 

برحسب    3در شکل   فرکانس طبیعی  تغییرات  نمودار 

( ورق  ضخامت  است. hتغییرات  شده  داده  نشان   )

گردد که با افزایش ضخامت ورق فرکانس  مشاهده می

کند که این افزایش در مودهای  طبیعی افزایش پیدا می

 بالاتر با نرخ بیشتری همراه است. 

 

فرکانس برحسب تغییرات ضخامت نمودار تغییرات . 3شکل 

 (hورق ) 

فرکانس  افزایش  موجب  ورق  ضخامت  های افزایش 

گردد، زیرا اگرچه جرم ورق به صورت خطی  طبیعی می

یابد، اما سختی خمشی ورق با توان بالاتری  افزایش می 

می رشد  جرم  به  غلبه  نسبت  اینرسی  ارر  بر  و  کند 

مراتب  می به  بالاتر  مودهای  در  پدیده  این  نماید. 

تر است، زیرا در مودهای بالا، شکل مود دارای  پررنگ 

نیم بیشتری  تعداد  و  اس انحنای شدیدتر  برای  ت.موج 

برابر   در  باید  ورق  زیاد،  موضعی  انحنای  این  ایجاد 

بیشتر، خمش  ضخامت  کند؛  مقاومت  شدید  های 

افزایش   را  موضعی  خمشی  مقاومت  این  مستقیماً 

انرژی  می پایین،  مودهای  در  دیگر،  عبارت  به  دهد. 

ورت خمش کلی ورق است، اما در ارتعاش عمدتاً به ص

کوچک نواحی  به  انرژی  بالاتر،  متمرکز  مودهای  تری 

شده و وابستگی شدیدتری به سختی خمشی ناشی از  

کند. از این رو، افزایش ضخامت تأریر  ضخامت پیدا می

 .  ای بر فرکانس مودهای بالاتر داردفزاینده 

فرکانس طبیعی    4در شکل   تغییرات  برحسب  نمودار 

است.  زاویه  تتغییرا شده  داده  نشان  تاخوردگی  ی 

بامشاهده می زاویه  گردد که  به کاهش  تاخوردگی،  ی 

از حالت تخت با فاصله گرفتن  فرکانس    ،عبارت دیگر 

می پیدا  افزایش  سپس  طبیعی  و  رابت    تقریباًکند 

 ماند. می

 

 (βنمودار تغییرات فرکانس برحسب زاویه تاخوردگی ) . 4شکل 

برحسب    5در شکل   فرکانس طبیعی  تغییرات  نمودار 

تغییرات عرض ورق در چهار شکل مود اول نشان داده  

گردد که با افزایش عرض ورق  شده است. مشاهده می

 یابد. فرکانس طبیعی کاهش می
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 (  aعرض ورق )  . نمودار تغییرات فرکانس برحسب5شکل 

تواند مورد توجه قرار گیرد  از دیگر پارامترهایی که می 

نمودار    6ضریب توانی مواد مدرج تابعی است. در شکل  

فرکانس طبیعی برحسب ضریب توانی برای چهار مود  

 نخست آورده شده است.  

. نمودار تغییرات فرکانس طبیعی برحسب ضریب تابع 6شکل 

 ( Pتوانی)

لبه   در  مرزی  شرایط  از نوع  یکی  تاخورده  ورق  های 

های  مهمی بر فرکانس  ریرأتپارامترهای مهمی است که  

در شکل   دارد.  مرزی    7طبیعی  شرایط  و    FSFSارر 

FCFC   .با یکدیگر مقایسه شده است 

 

. نمودار تغییرات فرکانس برحسب شماره مودها در 7شکل 

 شرایط مرزی مختلف

  گيرينتيجه . 6

  مدرج ی مواد  ارتعاشات آزاد ورق تاخوردهدر این مطالعه  

ورق  تابعی بر  معادلات حاکم  نخست  بر  بررسی شد.   ،

نظریه مرتبهاساه  برشی  شکل  تغییر  با  ی  و  اول  ی 

ورق   برای  آمد.  بدست  همیلتون  اصل  از  استفاده 

ناحیهتاخورده در  ساده  ورق  دو  از  متشکل  ی ی 

شد.   نوشته  پیوستگی  شرایط  معادلات  تاخوردگی 

 -دیفرانسیلی بدست آمده با استفاده از حل عددی لوی 

های طبیعی  مربعات دیفرانسیلی حل گردید و فرکانس

  مدرج   ورق مواد  ،سنجی نتایجبدست آمد. جهت صحه

در   مدل  افزارنرمتابعی  و کامسول  شد  سازی 

لوی فرکانس  حل  نتایج  آمد.  بدست  طبیعی    -های 

حل   با  دیفرانسیلی  نرم  اجزاءمربعات  در  افزار  محدود 

کامسول با یکدیگر مقایسه گردید و نشان داده شد که  

لوی  برای   -حل  مناسبی  دقت  از  دیفرانسیلی  مربعات 

نشان می نتایج  است.  برخوردار  با  این مسئله  که  دهد 

ورق ضخامت  و  طول  ورق    ،افزایش  طبیعی  فرکانس 

افزایش    به ترتیب کاهش و  تابعی  مدرجی مواد  تاخورده

ی تاخوردگی و دور شدن با کاهش زاویه  کند.پیدا می

و   یافته  افزایش  طبیعی  فرکانس  ابتدا  تخت  حالت  از 
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می  تقریباً سپس   باقی  روش    ماند.رابت  از  استفاده 

دقی  ورق    سازی مدل تفاضل مربعات و    -ترکیبی لوی 

تاخورده مدرج تابعی در کامسول و ارائه نتایج جدید از  
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