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

 پژوهشی مقاله  

ورق مستطیلی چرخان با وصله پیزوالکتریک با   ارتعاشات آزاد 

 یافته روش عددی مربعات دیفرانسیلی تعمیم

 الهه رحمانفر 

 دانشجوی کارشناسی ارشد 

دانشکده مکانیک دانشگاه خواجه نصیرالدین  

 طوسی 

 *اصغر جعفریعلی   

 استاد دانشکده مکانیک 

دانشکده مکانیک دانشگاه خواجه نصیرالدین     

 طوسی 

rahmanfar.elahe@gmail.com ajafari@kntu.ac.ir 

 

3140/ 20/ 09تاریخ پذیرش:  1402/ 20/12تاریخ دریافت:   

 چکيده

پذیر چرخانی  انعطافهای  عنوان سنسور و یا عملگر در سازهمنظور بررسی تأثیر پیزوالکتریک که بهدر این پژوهش به

قرار می استفاده  بالگرد مورد  پره  ارائه  مثل  پیزوالکتریک،  بدون  و  با  آزاد ورق مستطیلی چرخان  ارتعاشات  گیرد، 

به است.  صرفهگردیده  بهمنظور  پیزوالکتریک  از وصله  در هزینه  برای میدان  جویی  است.  استفاده شده  جای لایه 

اثر  درنظر گرفته شده است. با درنظر گرفتن    1جایی ورق و پیزوالکتریک تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول جابه

  4معادلات حرکت از اصل همیلتونای گریز از مرکز،  و نیروهای درون صفحه  3، شتاب گریز از مرکز 2شتاب کوریولیس

از معادله ماکسول  الکترومکانیکی  برای پیزوالکتریک دو شرط  گردد.  حاصل می  5استخراج گردیده و معادله کوپل 

گیرد، درنظر گرفته شده  ترتیب در سنسورها و عملگرها مورد استفاده قرار میکه به  7و مداربسته   6الکتریکی مدارباز

یافته تعمیم  دیفرانسیلی  مربعات  عددی  روش  کمک  به  معادلات  است    8است.  برانگیز  چالش  وصله  وجود  با  که 

شوند. مقادیر  های جرم اینرسی، گریز از مرکز و کوریولیس و ماتریس سفتی حاصل میسازی شده و ماتریسگسسته

افزار آباکوس مقایسه شده است. همچنین مقادیر حاصل از حل عددی  فرکانس طبیعی برای تیر و ورق چرخان در نرم

، 9سنجی شده که از دقت بالایی برخوردار است. تأثیر پارامترهایی مثل شعاع هاب در متلب با مقالات و آباکوس صحت

، ضخامت وصله پیزوالکتریک و ولتاژ اعمالی در فرکانس طبیعی   10سرعت چرخش، ضخامت ورق، نسبت منظری 

   سیستم نیز مورد بررسی قرار گرفته است.

 

پذیر چرخان، ورق مستطیلی چرخان، کوریولیس،  های انعطافارتعاشات آزاد، وصله پیزوالکتریک، سازه  :واژگان کليدي

 یافته، فرکانس طبیعی روش عددی مربعات دیفرانسیلی تعمیمگریز از مرکز، 
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

 مقدمه .  1

سازه از  امروزی  مهندسی  چرخشی  در  های 

پرهانعطاف مثل  و  پذیری  توربو  موتور  ها،  توربینهای 

ساختار دیگر  و  آنتنبالگردها  مانند  فضایی  های های 

شود.  استفاده می  11های خورشیدیای و بادبان ماهواره

پدیدهبه وجود  مثل  دلیل  مخربی  و    12تشدیدهای 

فرکانس13فلاتر  بررسی  و  شناخت  و  ،  طبیعی  های 

سازه اینگونه  مودال  ویژهخواص  اهمیت  دارای  ای  ها 

نیروی  حال  است. ایجاد  آن  دنبال  به  و  چرخش  آنکه 

قابل تغییر  باعث  دورانی،  خواص  اینرسی  در  توجهی 

می  سازه  بهدینامیکی  که  اینرسی  نیروی  صورت  شود. 

باعث کشیدگی ای ظاهر مینیروی درون صفحه شود، 

آن و درنتیجه افزایش    14سازه و افزایش سفتی خمشی

میفرکانس سیستم  طبیعی  ازاینهای  برای  گردد.  رو 

ها بایستی رفتارهای دینامیکی  طراحی صحیح این سازه

انجام در بیشتر پژوهش را مورد بررسی قرار داد. های 

پذیر چرخان  عنوان سازه انعطافشده تا کنون، از تیر به

برای  تیر  مدل  گرفتن  درنظر  است.  شده  استفاده 

و  سازه ساده  مقطع  سطح  هندسه  دارای  باریک،  های 

خوبی  سیستم دقت  از  پایین  دورانی  سرعت  با  هایی 

درصورتی اما  است.  نسبت برخوردار  دارای  سازه  که 

پیچیده  منظری هندسه  متغیر  کمتر،  مقطع  سطح  تر، 

ایرفویل  باشد،    15مثل  بیشتری  دورانی  سرعت  و 

فرکانسفرکانس از  از تحلیل  های  های طبیعی حاصل 

می فاصله  آزمایش  از  حاصل  همچنین طبیعی  گیرند. 

تواند مانع  ست که میا  سرعت دورانی بالا یکی از عواملی 

نشان  این  که  شود  سیستم  پایداری  اهمیت  از  دهنده 

سازه در  چرخش  منعطف  موضوع  در  استهای  پس   .

هایی با موارد ذکر شده، مدل یک بعدی تیر از  سیستم

بعدی   دقت کافی برخوردار نیست و بایستی از مدل دو

های تحلیلی و عددی استفاده ورق برای انجام پژوهش

به بررسی   [1] وانگ و همکارانش  1986در سال نمود. 

چرخان   یکسرگیردار  مستطیلی  ورق  آزاد  ارتعاشات 

ثیر پارامترهای  أ ایزوتروپیک و اورتوتروپیک پرداختند. ت

شعاع فرکانس  مثل  در  چرخش  سرعت  های  هاب، 

صورت تحلیلی بررسی شد که با نتایج طبیعی سیستم به

  2002در سال   قبولی داشت.آزمایشگاهی مطابقت قابل

با استخراج معادلات و روابط حاکم    [2]  یو و همکارانش

بر ورق مستطیی چرخان یکسرگیردار، به کمک روش  

به بررسی خواص دینامیکی و مودال ورق    16ریلی ریتز 

سال   در  های  مشخصه  [ 3]  ژانگ   2015پرداختند. 

  17FGM  دینامیکی ورق چرخان یکسرگیردار از جنس

را بررسی کرد. در این تحلیل از قانون توانی برای توزیع  

ت است.  شده  استفاده  ضخامت  راستای  در  ثیر  أ مواد 

اضلاع، نسبت شعاع پارامترهای بی بعدی مثل نسبت  

کسر  و  فرکانس  هاب  بر  طبیعی سیستم  حجمی  های 

سال   در  گرفت.  قرار  بررسی  و    2016مورد  رستمی 

پژوهشی با هدف بررسی ارتعاشات درون   [ 4] همکاران

ای ورق اورتوتروپیک یکسرگیردار چرخان انجام صفحه

دادند. معادلات به کمک اصل همیلتون استخراج شده  

به   است. حل  درنظر گرفته شده  نیز  اثر کوریولیس  و 

صورت گرفته و نتایج با   18یافتهروش کانتوروویچ تعمیم

تعمیم گلرکین  صحتروش  اثر  یافته  و  شده  سنجی 

بررسی    تشدیدفرکانس طبیعی و    پارامترهای بی بعد در

سال   در  است.  همکارانش  2019شده  و    [ 5]  ساکی 

ارتعاشات آزاد نانو ورق مستطیلی ایزوتروپیک چرخان،  

نیمه جابحل  توابع  با  ریتز  ریلی  جایی  هتحلیلی 

این ورق نازک ای جبری را ارائه کردند. برای چندجمله

غیرمحلی   الاستیسیته  تئوری  و  کلاسیک  تئوری  از 

ت و  شده  فرکانس  أاستفاده  بر  مختلف  پارامترهای  ثیر 
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

سال   در  است.  شده  بررسی  و    2022طبیعی  هائو 

یکسرگیردار چرخان با پیچش یک ورق    [6]  همکارانش

عنوان  هو ضخامت متغیر در دو جهت طولی و عرضی را ب

پره درنظر گرفته و به تحلیل ارتعاشاتی آن پرداختند. 

انرژی   برای استخراج  از تئوری کلاسیک و ون کارمن 

استفاده شده و حل به کمک روش ریلی ریتز انجام شده  

سال   در  همکارانش    2023است.  دیگر  و    [ 7]جورج 

رفتار دینامیکی یک ورق گرافن چرخان تقویت شده با  
19CFRP   .کردند تحلیل  را  محدود  المان  کمک  به 

به مرزی  تغییر  شرایط  تئوری  و  یکسرگیردار  صورت 

ت و  شده  گرفته  درنظر  برشی  اول  مرتبه  ثیر  أ شکل 

های طبیعی مورد بررسی  ف بر فرکانسل پارامترهای مخت

 قرار گرفته است.  

پذیر  های انعطافطورکه گفته شد، ارتعاشات سازههمان 

بالگرد می ازاینمانند پره  باشد  به  تواند مخرب  نیاز  رو 

صرفه  های بهپایش و کنترل مداوم دارند. یکی از مکانیزم

سازه این  پایش  حتی  جهت  و  ارتعاشات  کاهش  ها، 

استفاده از مواد پیزوالکتریک است. این   ،برداشت انرژی

مواد دارای خاصیت پیزوالکتریک هستند بدین معنا که  

میدان   آنها  درون  کرنش،  ایجاد  و  تنش  اعمال  با 

شود و بالعکس. درنتیجه از  الکتریکی و ولتاژ تولید می

های  سنج(، ژیروسکوپ)شتاب  عنوان حسگراین مواد به

)تعیین    20لرزاننده  زاویه  محاسبه  برای  سنسوری  که 

،  استهای چرخشی  جهت( و سرعت دورانی در سیستم

به برداشت  عملگر  مکانیزم  و  ارتعاشات  کنترل  منظور 

می استفاده  ازاینانرژی  مدلشود.  ریاضی،  رو  سازی 

ثیر این مواد در شرایط الکتریکی مختلف حائز  أرفتار و ت

های متعددی بر روی ارتعاشات  اهمیت بوده و پژوهش

ها به همراه مواد پیزوالکتریک صورت گرفته است.  سازه

به خلاصه ازابتدا  ارتعاشات  پژوهش ای  با  رابطه  در  ها 

ورق غیرچرخان کوپل شده با پیزوالکتریک پرداخته و  

های چرخان با مواد پیزوالکتریک  سپس ارتعاشات سازه

  [ 8]  عارفی و همکارانش  2017شود. در سال  مرور می

به تحلیل ارتعاش آزاد یک نانو ورق سه لایه الاستیک 

گرافن هسته  صفحات به  با  و  نمایی  صورت 

قرار گرفته    21پاسترناکبستر  پیزومغناطیسی که بر یک  

تئوری کمک  به  معادلات  شکل  پرداختند.  تغییر  های 

برشی مرتبه اول و پیزومغناطیس الاستیسیته غیرمحلی  

و اصل همیلتون استخراج و با روش تحلیلی    22ارینگن

حل شده است. درنهایت مقادیر فرکانس طبیعی   23نویر 

گرفته  به قرار  بررسی  مورد  مختلف  پارامترهای  ازای 

در همین سال به تحلیل ارتعاش آزاد   [ 9] است. ایشان

یک نانو/میکرو ورق الاستیک سه لایه با شرایط مشابه  

این   پرداختند.  اصلاح شده  کوپل  تئوری تنش  با  ولی 

مدل شامل یک پارامتر مقیاس طول مواد جهت ثبت  

اندازه   ت  استاثر  فرکانس  أ که  مقادیر  در  نیز  آن  ثیر 

است. شده  بررسی  سال     طبیعی  و    2019در  زور 

کمانش    [10]  همکارانش پاسخ  و  آزاد  ارتعاش 

مگنتو کوپلینگ  با  هدفمند  - الکترو-نانوصفحات 

الاستیک را مورد بررسی قرار دادند. برای اولین بار از  

تغییرئت شده    وری  اصلاح  سینوسی  برشی  شکل 

م و  شده  استفاده  اصل غیرمحلی  کمک  به  عادلات 

همیلتون اصلاح شده استخراج گردیده است. حل برای  

گاه ساده و به روش تحلیلی  ورق با شرایط مرزی تکیه

سال   در  است.  گرفته  صورت  و    2023نویر  ساتلا 

تابعی   [11]  همکارانش برای کنترل فعال ورق  روشی 

هدفمند با کمک حسگر و عملگرهای پیزوالکتریک ارائه  

کردند. به کمک تئوری کلاسیک ورق، معادلات حرکت  

است.   شده  نوشته  حالت  فضای  فرم  به  و  استخراج 
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

پیزوالکتریک   عملگرهای  و  حسگر  مکان  همچنین 

 سازی شده است. منظور میرایی بهتر بهینهبه

های  توجه به اهمیت پایش و کنترل ارتعاشات سازهبا  

های تحلیلی، عددی و تجربی در رابطه  چرخان، پژوهش

و   پیزوالکتریک  با  شده  کوپل  ورق  و  تیر  ارتعاشات  با 

های پیزوالکتریک انجام شده است. در سال  ژیروسکوپ

های  ، به بررسی مشخصه[12]  کاگاوا و همکارش  1996

که شامل یک ورق    لرزانندهفرکانسی یک ژیروسکوپ  

پیزوالکتریک نازک بود به روش المان محدود پرداختند. 

این ورق حول محوری در راستای ضخامت و در وسط  

نیز أآن دارای چرخش است و ت  نیروی کوریولیس  ثیر 

ها،  دوثیر چرخش در شکل مأدرنظر گرفته شده است. ت

های انتقال که نشان از قابلیت  و ویژگی  تشدیدفرکانس  

 . ، مورد بررسی قرار گرفتاست  سنجش در برابر چرخش 

سال   همکارانش  2002در  دیگر  و  ،  [13]  فانگ 

های امواج  ای درخصوص اثر چرخش در مشخصهمطالعه

منتشر شده در یک ورق پیزوالکتریک با روابط خطی و  

درنظر گرفتن اثر کوریولیس و نیروهای گریز از مرکز،  

انجام دادند. در این پژوهش حساسیت چرخشی برای  

این   هدف  است.  شده  بررسی  قطبیده  سرامیکی  ورق 

سایر   و  چرخشی  سنسورهای  توسعه  پژوهش، 

پیتمسسی دارای  عدمزهای  که  به  والکتریک  حساسیت 

دارد،   اهمیت  سال  استفرکانس چرخش  در   .2004  

تحلیل  [14]  یانگ بر  پیزوالکتریکمروری  های  های 

پیزوالکتریک انجام داد  های  چرخان یا همان ژیروسکوپ

های  که در آن روابط یک بعدی و دو بعدی برای سازه

در همین    تیر، حلقه، ورق و پوسته بررسی شده است. 

همکارش و  تاکار  کاهش    [15]  سال  و  کنترل    43به 

پره ارتعاشات  عملگرهای درصدی  با  بالگرد  های 

این پژوهش  پیزوالکتریک به صورت لایه پرداختند. در 

دست هاز یک مدل آیرودینامیکی ناپایای زمانی برای ب

به   معادلات  است.  استفاده شده  بارهای هوایی  آوردن 

کمک اصل همیلتون استخراج و به روش عددی المان  

گسسته شد.محدود  سال    سازی  و    2007در  لیو 

های فرکانسی و کنترل فعال و  ، مشخصه[16]   همکاران 

با   یکسرگیردار  ورق  یک  ارتعاشات  های  لایهغیرفعال 

عملگر پیزوالکتریک را بررسی کردند. برای ورق تئوری  

سازی معادلات کلاسیک درنظر گرفته شده و گسسته

ژیروسکوپ    به کمک المان محدود صورت گرفته است.

پیزوالکتریک   شده  میکروماشین   24( PMMG)مودال 

که   است  چرخشی  سنسورهای  از  جدید  نوع  یک 

ضخامت ارتعاشی  حالت  بدنه -براساس  با  برشی 

ازاین است.  سال  پیزوالکتریک  در  و    2009رو  وو 

این    [17]   همکاران  عملکرد  توضیح  به  پژوهشی  در 

فرکانس   استخراج  و  المان    تشدیدسنسور  کمک  به 

پرداختند. سال    محدود  همکاران  2011در  و    جفری 

نیمه  [18] کنترل  و  تحلیل  در  به  پره  ارتعاشات  فعال 

ماشین کمک  توربو  به  پرداختند.ها  در   پیزوالکتریک 

، به مطالعه  [19]   جیمز و دیگر همکارانش  2013سال  

کنترل ارتعاشات یک پره چرخان به کمک پیزوالکتریک  

پرداختند. این پژوهش با اهدافی از جمله توسعه روش  

سنجی ، صحتRLCعددی المان محدود با وجود مدار  

و   کوچک  ابعاد  در  پره  برای  آزمایشگاهی  روش  با 

مقرون  عددی  روش  یک  به  برای  بهدستیابی  صرفه 

پره ارتعاشات  کنترل  دقیق  صورت  تحلیل  دوار،  های 

کنترل    [20]   مالگاکا و همکاران   2015در سال    گرفت.

پیزوالکتریک در سمت  ارتعاشات پره با مواد  های دوار 

افزار انسیس گیردار پره را، با روش المان محدود و نرم 

  عرب جمالویی و همکاران  2019در سال    بررسی کردند.

وصله    [21] با  کامپوزیتی  پره  ارتعاشات  بررسی  به 
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

و   پیزوالکتریک کوپل شده در یک محیط دارای گرما 

رطوبت پرداختند. برای پره مدل تیر اویلر برنولی درنظر  

گرفته شده و معادله فرکانسی به کمک روش گلرکین  

ت است.  شده  دما، ثیرأاستخراج  دورانی،  سرعت  ات 

الیاف ولتاژ و لایه25رطوبت، جهت  پیزوالکتریک  ،  های 

فرکانس است.  در  شده  بررسی  سیستم  طبیعی  های 

همکارانش و  سوریوگلو  سال  این  در    [ 22]   همچنین 

با   پیزوالکتریک  عملگر  با  پره  یک  ارتعاشات  کاهش 

استفاده از کنترل مقاوم چند هدفه و با درنظر گرفتن  

کردند. عدم  بررسی  را  عملگر  از  حاصل  بار  قطعیت 

شده و برای  های طبیعی از تحلیل مودال حاصلفرکانس

صورت ایجاد ارتعاش پایدار از یک بار آیرودینامیکی به

تجربی استفاده شده و درنهایت معادلات به فرم فضای  

در  ور حل سیستم، محاسبه گردیده است.ظمنحالت به

همکاران   2020سال   و  زمینه  [23]  کلی  در   ،

سازی مکان و اندازه وصله پیزوالکتریک روی پره  بهینه

برای کاهش بهینه ارتعاشات آن پژوهشی انجام دادند.  

کل با  ای شسازی پره از مدل ورق ذوزنقهمنظور مدلبه

به روش تحیلی   استفاده شده و حل  تئوری کلاسیک 

بهینه مکان  است.  گرفته  از  صورت  جایی  در  وصله  ی 

است.  باورق   ماکزیمم  سال    کرنش  کنترل    2021در 

فعال   لایه  کمک  به  هاب  دارای  چرخان  ورق  ارتعاش 

انجام شد. هر    [24]  میرایی توسط جیانگ و همکارانش

صفحه درون  و کشش  اثر خمش  گرفته  دو  درنظر  ای 

به میراگر  لایه  است.  ماده شده  از  ترکیبی  صورت 

پیزوالکتریک و مواد ویسکوالاستیک به ورق کوپل شده  

و ارتعاشات آزاد و اجباری با روش المان محدود انجام  

های دیگر در اما در سال اخیر بیشتر از سال  شده است.

اختصار   به  که  است  شده  انجام  پژوهش  موضوع  این 

یک    [25]  اند. روسی و همکارانشبرخی از آنها ذکر شده

تنش کاهش  برای  جدید  پرهرویکرد  در  های  فن  های 

صورت تشدید ناشی از اعوجاج جریان ورودی با استفاده 

  [ 26]  های پیزوالکتریک ارائه کردند. لی و چناز محرک

تنظیم   تیر میکروژیروسکوپ    تشدیدبه  ارتعاشات  پایه 

و   بودن  غیرخطی  پیزوالکتریک،  تحریک  براساس 

 اینرسی پرداختند. 

، ارتعاشات آزاد میکروتیرهای  [27]  حسینی و همکارش

دوار را با درنظر گرفتن   26پیزوالکتریک/فلکسوالکتریک 

تئوری اویلر برنولی و روش گلرکین تحلیل کردند. یو و  

مروری بر کاربرد مواد پیزوالکتریک در    [28]  همکارانش

ارتعاشات پره موتورهای مورد استفاده در  میرا نمودن 

همکارانش و  لی  دادند.  انجام  هوایی  به    [29]  صنایع 

تیرهای   میکرو  پایداری  و  غیرخطی  ارتعاشات  تحلیل 

تابعی هدفمند با پیزوالکتریک به روش عددی مربعات 

همکارانش دیگر  و  ما  پرداختند.    [ 30]  دیفرانسیلی 

مشخصه و  گذرا  دینامیک  با  رابطه  در  های  پژوهشی 

محوری   پیزوالکتریک چندلایه که حول  تیر  فرکانسی 

در سر آزاد در حال دوران است، انجام دادند. محمدی  

همکاران  ترموأت   [31]  و  تحلیل  بر  کوریولیس  - ثیر 

کانیکی تیر نانو تیر چندلایه پیزوالکتریک چرخان به  م

 بعات دیفرانسیلی، بررسی کردند.روش مر

تعمیم دیفرانسیلی  مربعات  عددی  از  روش  یکی  یافته 

از  روش بالاتر  محاسباتی  سرعت  با  قدرتمند  های 

المان محدود و تفاضل محدود  روش که در    استهای 

های اخیر مورد توجه بسیاری از پژوهشگران قرار  سال

از مسائل   برای گستره وسیعی  این روش  گرفته است. 

مسائل   از  اعم  سیالات  و  جامدات  مکانیک  مهندسی 

مرتبه هر  در  مرزی  مقدار  و  اولیه  ای  مقدار 

چالشاستسازی  پیاده قابل از  یکی  روش،  .  این  های 

سیستمپیاده  در  وصله  سازی  دارای  .  استهای 
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

های مرور شده مشاهده گردید،  طورکه در پژوهشهمان 

سازه یا  و  پیزوالکتریک  ورق  برای  روش  های  این 

با  کوپل ولی  شده  استفاده  پیزوالکتریک  لایه  با  شده 

وجود وصله این روش بررسی نشده است. پس در این  

سازه آزاد  ارتعاشات  بررسی  هدف  با  های  پژوهش 

و  انعطاف دارای سنسور  بالگرد  پره  پذیر چرخانی مثل 

ورق   ارتعاشات  پیزوالکتریک،  مواد  نوع  از  عملگر 

مستطیلی چرخان با وصله پیزوالکتریک با شرط مرزی  

می قرار  بررسی  مورد  بهیکسرگیردار  که  منظور  گیرد 

جویی در هزینه به جای لایه از وصله استفاده شده  صرفه

است. معادلات به کمک تئوری تغییرشکل برشی مرتبه  

ا استخراج  اول،  ماکسول  معادله  و  همیلتون  صل 

سازی به کمک روش مربعات گردد. درنهایت گسستهمی

 شود. یافته انجام میدیفرانسیلی تعمیم

مدل 2 وصله  .  با  چرخان  مستطيلی  ورق  سازي 

 پيزوالکتریک

مدلبه با  منظور  مستطیلی  ورق  یک  وصله  سازی، 

شکل کوپل با  مطابق  مختصات   1  شده  و  ابعاد   در 

درنظر می به ورق  مشخص شده،  پیزوالکتریک  گیریم. 

باقی می پایان  تا  فرض  این  و  است  ماند. کاملا متصل 

 𝛺ای  دارای چرخش با سرعت زاویه Zورق حول محور 

شعاع    (rad/sec)برحسب   با  هاب  دارای  .  است  Rو 

آلومینی ورق  و  وجنس  انتخابم  شده پیزوالکتریک 

بالا،  به پیزوالکتریک  ضریب  و  مناسب  کوپلینگ  دلیل 

PZT-5H    درنظر گرفته شده است. ضخامت ورقh    و

 اند.نشان داده شده phضخامت پیزوالکتریک با 

 . شماتیک ورق مستطیلی چرخان با وصله پیزوالکتریک1شکل

 . روابط حاکم بر ورق مستطيلی چرخان1-2

تنشبرای   بایستی  محاسبه  ابتدا  ورق،  های 

کرنشجاییهجاب آن  دنبال  به  و  ورق  یک  را  های  ها 

نمود. تئوری   محاسبه  به  توجه  میدان    FSDTبا 

  شود صورت زیر بیان میجایی هر نقطه از ورق بههجاب

[32]: 

(1 ) 

{

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)
}

= {

𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑧𝛽𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑧𝛽𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝑤0(𝑥, 𝑦, 𝑡)

} 

دهنده  ترتیب نشان به  𝑤0و    𝑢0    ،𝑣0که در این رابطه  

تغییر مکان سطح میانی ورق در راستای طول، عرض و  

ترتیب بیانگر دوران سطح عمود  به   𝛽𝑥   ،𝛽𝑦ضخامت و 

. روابط  است  yو    xحول محورهای    xو    yبر محورهای  

صورت  تئوری بهجایی خطی براساس این  هجاب_ کرنش

 : استزیر 

(2 ) {𝜀} = {𝜀0} + 𝑧{𝜅}  → 

{
 
 

 
 
𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝛾𝑥𝑦
𝛾𝑥𝑧
𝛾𝑦𝑧}
 
 

 
 

= 
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

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

𝜕𝑢0
𝜕𝑥
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

𝜕𝑢0
𝜕𝑦

+
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

𝛽𝑥 +
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

𝛽𝑦 +
𝜕𝑤0
𝜕𝑦 }

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

+ 𝑧

{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝜕𝛽𝑥
𝜕𝑥
𝜕𝛽𝑦

𝜕𝑦
𝜕𝛽𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝛽𝑦

𝜕𝑥
0
0 }

 
 
 
 

 
 
 
 

 

{𝜀0}  کرنش و بیانگر  غشایی  انحنا    {𝜅}های  تغییرات 

های  نهایی شامل کرنشد. درنهایت بردار کرنش  هستن

حاصل   عرضی  برشی  و  طولی  برشی  عرضی،  طولی، 

تنشمی روابط  هوک  قانون  طبق  بدین  _ شود.  کرنش 

 شود:صورت بیان می

(3 ) {
 
 

 
 
𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜏𝑥𝑦
𝜏𝑥𝑧
𝜏𝑦𝑧}
 
 

 
 

=

[
 
 
 
 
𝑄11
𝑄12
0
0
0

𝑄12
𝑄22
0
0
0

0
0
𝑄33
0
0

0
0
0
𝑄44
0

0
0
0
0
𝑄55]

 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝛾𝑥𝑦
𝛾𝑥𝑧
𝛾𝑦𝑧}
 
 

 
 

 

 

رابطه   این  در  𝜎𝑖که   , 𝑖 = 𝑥, 𝑦    و𝜏𝑗  , 𝑗 =

𝑥𝑦, 𝑥𝑧, 𝑦𝑧  های نرمال و برشی هستند و ضرایب  تنش

𝑄𝑖𝑗  زیر تعریف    صورت رابطهبرای ماده ایزوتروپیک به

 شوند:می

(4 ) 𝑄11 = 𝑄22 =
𝐸

1 − 𝜈2
  ;   𝑄12 =

𝜈𝐸

1 − 𝜈2
 

𝑄33 = 𝐺   ;    𝑄44 = 𝑄55 = 𝑘𝐺 
  νمدول برشی و    Gمدول الاستیک،    Eدر این رابطه  

هستند ایزوتروپیک  ورق  پواسون  همچنین   ضریب  و 

  است   FSDTفاکتور تصحیح برشی در تئوری    kضریب  

معمولا   می  5/6که  گرفته  همچنین درنظر  شود. 

روی  منتجه انتگرالگیری  از  که  ممان  و  نیرو  های 

تنش میضخامت  حاصل  بهها  زیر  شوند  روابط  صورت 

 گردند:بیان می

(5 ) 

{

𝑁𝑥
𝑁𝑦
𝑁𝑥𝑦

}

= [
𝐴11 𝐴12 0
𝐴12 𝐴22 0
0 0 𝐴33

]

{
  
 

  
 

𝜕𝑢0
𝜕𝑥
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

𝜕𝑢0
𝜕𝑦

+
𝜕𝑣0
𝜕𝑥 }
  
 

  
 

+ [
𝐵11 𝐵12 0
𝐵12 𝐵22 0
0 0 𝐵33

]

{
  
 

  
 

𝜕𝛽𝑥
𝜕𝑥
𝜕𝛽𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝛽𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝛽𝑦

𝜕𝑥 }
  
 

  
 

 

(6 ) 

{

𝑀𝑥
𝑀𝑦
𝑀𝑥𝑦

}

= [
𝐵11 𝐵12 0
𝐵12 𝐵22 0
0 0 𝐵33

]

{
  
 

  
 

𝜕𝑢0
𝜕𝑥
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

𝜕𝑢0
𝜕𝑦

+
𝜕𝑣0
𝜕𝑥 }
  
 

  
 

+ [
𝐷11 𝐷12 0
𝐷12 𝐷22 0
0 0 𝐷33

]

{
  
 

  
 

𝜕𝛽𝑥
𝜕𝑥
𝜕𝛽𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝛽𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝛽𝑦

𝜕𝑥 }
  
 

  
 

 

(7 ) {
𝑇𝑥
𝑇𝑦
} = [

𝐴44 0
0 𝐴55

]

{
 

 𝛽𝑥 +
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

𝛽𝑦 +
𝜕𝑤0
𝜕𝑦 }

 

 
 

; 𝑁𝑖که در این روابط   𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑥𝑦    و𝑇𝑖 ; 𝑖 = 𝑥, 𝑦   

و  منتجه نیرو  ; 𝑀𝑖های  𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑥𝑦  های منتجه

های   ماتریس  همچنین  هستند.    Dو    A    ،Bگشتاور 

خمش  _ برشی، کوپل کششترتیب سفتی کششی و  به

می نامیده  خمشی  سفتی  زیر  و  رابطه  از  و  شوند 

 محاسبه هستند.قابل
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

(8 ) 

(𝐴𝑖𝑗, 𝐵𝑖𝑗, 𝐷𝑖𝑗) = ∫ 𝑄𝑖𝑗(1, 𝑧, 𝑧
2) 𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

,

𝑖, 𝑗 = 1,2,3 

𝐴𝑖𝑖 = ∫ 𝑄𝑖𝑖  𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

,   𝑖 = 4,5 

با   ورق مستطیلی چرخان  بر  حاکم  ارتعاشی  معادلات 

بدین   همیلتون  اصل  از  قابلاستفاده  استخراج  صورت 

 [: 33] است

(9 ) 𝛿𝐻 = ∫ (𝛿𝑇 − 𝛿(𝑈𝑠 +𝑈𝑐𝑡)) 𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0

= 0 

رنشی  کترتیب انرژی جنبشی،  به    ctUو    T    ،sUهای  ترم

ند. رابطه هستو پتانسیل ناشی از نیروهای گریز از مرکز  

انرژی جنبشی برای یک جسم پیوسته مانند ورق و با  

 شود:تعریف میدرنظر گرفتن مختصات، بدین صورت  

(10 ) 𝑇 =
1

2
∫ ∫ ∫   𝜌(𝑉⃗ . 𝑉⃗ )   𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑏

2

−
𝑏

2

𝑎

0

 

 

ترتیب چگالی ورق و بردار سرعت به   𝑉⃗و    𝜌در این رابطه  

. ابتدا بایستی سرعت ورق را با توجه  استهر ذره از ورق  

بدین   کنیم.  محاسبه  آن  بودن  چرخان  و  هندسه  به 

بردار   از     𝑟منظور  بعد  از ورق  دلخواه  ذره  یعنی مکان 

و مختصات درنظر   2  را با توجه به شکل    𝑉⃗جایی و  هجاب

  11  هایرابطهصورت  به  1  گرفته شده و با کمک رابطه

جایی هبردار جاب  𝑟 0کنیم. در این شکل تعریف می  12و  

. استذره قبل از تغییر شکل 

 

(11 ) 𝑟 = (𝑅 + 𝑥 + 𝑢)𝑖 + (𝑦 + 𝑣)𝑗 + (𝑧 + 𝑤)𝑘⃗ 

= (𝑅 + 𝑥 + 𝑢0 + 𝑧𝛽𝑥)𝑖 + (𝑦 + 𝑣0 + 𝑧𝛽𝑦)𝑗 + (𝑧 + 𝑤0)𝑘⃗  

(12 ) 
𝑉⃗ =

𝑑𝑟 

𝑑𝑡
= [

𝜕𝑢0
𝜕𝑡

+ 𝑧
𝜕𝛽𝑥
𝜕𝑡

− 𝛺(𝑦 + 𝑣0 + 𝑧𝛽𝑦)] 𝑖           

+ [
𝜕𝑣0
𝜕𝑡

+ 𝑧
𝜕𝛽𝑦

𝜕𝑡
− 𝛺(𝑅 + 𝑥 + 𝑢0 + 𝑧𝛽𝑥)] 𝑗 +

𝜕𝑤0
𝜕𝑡

𝑘⃗  

 

 
 جایی و سرعت هر ذره از ورق بعد از تغییره. بردار جاب 2شکل

 شکل 

جای رابطه  با  ورق    10در    12گذاری  جنبشی  انرژی 

می محاسبه  پتانسیل  چرخان  و  کرنشی  انرژی  شود. 

  13صورت روابط  ناشی از نیروهای گریز از مرکز نیز به

 بیان است. قابل  14و 

(13 ) 

𝑈𝑠

=
1

2
∫ ∫ ∫  (𝜎𝑥𝜀𝑥 + 𝜎𝑦𝜀𝑦

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑏

2

−
𝑏

2

𝑎

0

+ 𝜏𝑥𝑦𝛾𝑥𝑦 + 𝜏𝑥𝑧𝛾𝑥𝑧

+ 𝜏𝑦𝑧𝛾𝑦𝑧)  𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧  
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

(14 ) 

𝑈𝑐𝑡

=
1

2
∫ ∫   (𝑁𝑥

′  (
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

)
2𝑏

2

−
𝑏

2

𝑎

0

+ 𝑁𝑦
′  (
𝜕𝑤0
𝜕𝑦

)
2

)  𝑑𝑥𝑑𝑦  

𝑁𝑥،  14که در رابطه  
𝑁𝑦و    ′

ای  نیروهای درون صفحه  ′

 شوند :صورت زیر تعریف میگریز از مرکز هستند و به

(15 ) 𝑁𝑥
′ = ∫ 𝐼0𝛺

2(𝑅 + 𝑥)  𝑑𝑥
𝑎

𝑥

 

(16 ) 𝑁𝑦
′ = ∫ 𝐼0𝛺

2𝑦  𝑑𝑦
𝑏/2−

+  

𝑦

 

که ممان اینرسی دورانی در این روابط نیز بدین صورت  

 شود: بیان می

(17 ) (𝐼0 , 𝐼1 , 𝐼2) = ∫  𝜌

ℎ

2

−
ℎ

2

(1, 𝑧, 𝑧2)  𝑑𝑧 

 . روابط حاکم بر وصله پيزوالکتریک2-2

جابه و  تنش  روابط  پیزوالکتریک  مواد  جایی  برای 

 شوند:میالکتریکی بدین صورت تعریف  

(18 ) {𝜎𝑝} = [𝐶]{𝜀𝑝} − [𝑒]{𝐸𝑝} 

(19 ) {𝐷𝑝} = [𝑒]T{𝜀𝑝} + [𝜖]{𝐸𝑝} 

[𝐶]  ماتریس سفتی الاستیک(N/m2)  ،[𝑒]   ماتریس

سیستم   الکترومکانیکی  کوپل  عامل  که  پیزو  ثوابت 

واحد  با  ضرایب    [𝜖]و    (c/m2)هستند  ماتریس 

برحسب  دی هستند.   (Farad/m)الکتریک 

ترتیب بردار  به  {𝐷𝑝}و    {𝐸𝑝}،  {𝜀𝑝}  ، {𝜎𝑝}همچنین

و جاب الکتریکی  الکتریکی  هتنش، کرنش، میدان  جایی 

 پیزوالکتریک هستند.

تئوری   به  توجه  ثوابت    FSDTبا  برحسب  روابط  این 

 بدین شکل هستند: کاهیده

 

(20 ) 

{
 
 

 
 
𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜏𝑥𝑦
𝜏𝑥𝑧
𝜏𝑦𝑧}

 
 

 
 
𝑝

=

[
 
 
 
 
𝐶̅11
𝐶̅12
0
0
0

𝐶̅12
𝐶̅22
0
0
0

0
0
𝐶̅33
0
0

0
0
0
𝐶̅44
0

0
0
0
0
𝐶̅55]

 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝛾𝑥𝑦
𝛾𝑥𝑧
𝛾𝑦𝑧}
 
 

 
 
𝑝

−

[
 
 
 
 
0
0
0
𝑒24
0

0
0
0
0
𝑒15

𝑒̅31
𝑒̅32
0
0
0 ]
 
 
 
 

{

𝐸𝑥
𝐸𝑦
𝐸𝑧

}

𝑝

 

  

(21 ) {

𝐷𝑥
𝐷𝑦
𝐷𝑧

}

𝑝

= [
0
0
𝑒̅31

0
0
𝑒̅32

0
0
0

𝑒24
0
0

0
𝑒15
0

]

{
 
 

 
 
𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝜀𝑧
𝛾𝑥𝑦
𝛾𝑥𝑧
𝛾𝑦𝑧}
 
 

 
 
𝑝

+ [
𝜖11 0 0
0 𝜖22 0
0 0 𝜖3̅3

] {

𝐸𝑥
𝐸𝑦
𝐸𝑧

}

𝑝

 

 شوند: که ثوابت کاهیده چنین تعریف می

(22 ) 

C̅11 = C11 −
C13

2

C33
      

C̅22 = C22 −
C23

2

C33
     

C̅12 = C12 −
C13C23
C33

   

C̅33 =
C̅11 − C̅12

2
 

  

(23 ) 
e̅31 = e31 −

e33C13
C33

    

e̅32 = e32 −
e33C23
C33
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

ϵ̅33 = ϵ33 +
e33

2

C33
 

توزیع   تابع  گرادیان  از  راستا  هر  در  الکتریکی  میدان 

می حاصل  راستا  آن  در  الکتریکی  اگر  پتانسیل  شود. 

𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)    پیزوالکتریک در  پتانسیل  توزیع  تابع 

 شود: باشد، میدان الکتریکی چنین می

(24 ) 𝐸𝑖 = −∇𝜙   ;   𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧 

یا  پیزوالکتریک و  حسگرها  در  اینکه  به  توجه  با  ها 

می قرار  استفاده  مورد  تابع  عملگرها  دارای  گیرند، 

 هستند:پتانسیل متفاوتی 

 

 مداربسته:

(25 ) 

@ 𝑧 =
ℎ

2
  ∶  𝜙 = 0 

@ 𝑧 =
ℎ

2
+ ℎ𝑝  ∶  𝜙 = 𝑉0 

@ 𝑧 =
ℎ

2
+ ℎ𝑝 ∶   𝐷𝑧 = 0 

(26 ) 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = [1 − (
𝑧 −

ℎ

2
−
ℎ𝑝

2
ℎ𝑝

2

)

2

+
𝑉0
ℎ𝑝
(𝑧 −

ℎ

2
)] × 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝛤(𝑥, 𝑦) 

 

 مدارباز :

(27 ) 
@ 𝑧 =

ℎ

2
 ∶   𝜙 = 0          

@ 𝑧 =
ℎ

2
+ ℎ𝑝 ∶   𝐷𝑧 = 0 

(28 ) 

𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = {[1 − (
𝑧 −

ℎ

2
−
ℎ𝑝

2
ℎ𝑝

2

)

2

+
2

ℎ𝑝
(2𝑧 − ℎ)] × 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑡) +  

𝑧 −
ℎ

2

𝜖33
× [𝑒31

𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝑒32
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

 

+(
ℎ

2
+ ℎ𝑝)(𝑒31

𝜕𝛽𝑥
𝜕𝑥

+ 𝑒32
𝜕𝛽𝑦

𝜕𝑦
)]} × 𝛤(𝑥, 𝑦) 

صفحه   در  پتانسیل  توزیع  عملگرها  در  استفاده  برای 

پایین پیزوالکتریک که به ورق متصل است بایستی صفر  

 منظور اعمال ولتاژ دارای مقدارباشد و صفحه بالایی به

𝑉0  این    و در به  حالت خاص دارای مقدار صفر است. 

گویند. در حسگرها،  بسته یا اتصال کوتاه می  حالت، مدار

صفحه پایینی دارای توزیع پتانسیل صفر و در صفحه  

جاب برابر  هبالایی  ضخامت  راستای  در  الکتریکی  جایی 

عنوان سیگنال صفر است؛ درنتیجه در این سطح ولتاژ به

 خروجی حسگر وجود دارد. 

از طرفی به این دلیل که وصله از نظر اندازه با ورق یکی  

دارد   وجود  وصله  که  نواحی  برخی  در  فقط  و  نیست 

پیزوالکتریک   به  وابسته  الکتریکی  و  مکانیکی  روابط 
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

کند.  بایستی برای اعمال اصل برهم نهی، از  صدق می

,𝛤(𝑥  بعدی تابع هویساید دو 𝑦) :استفاده شود 

(29 ) 
𝛤(𝑥, 𝑦) = 

[𝐻(𝑥 − 𝑥1) − 𝐻(𝑥 − 𝑥2)] × 

[𝐻(𝑦 − 𝑦1) − 𝐻(𝑦 − 𝑦2)] 

هویساید  𝐻  که بعدی  تابع  ,𝑥𝑖  و   یک  𝑦𝑖  ; 𝑖 = 1,2 

ین تابع  است. ا  1  های وصله مطابق شکلمختصات لبه

کرنش بردار  پتانسیل،  توزیع  اینرسی  در  ممان  و  ها  

نهی   برهم  اصل  اعمال  تا  شده  ضرب  وصله  دورانی 

بهامکان  گردد.  انتگرالپذیر  با  مشابه  از  طور  گیری 

ها و چگالی وصله در راستای ضخامت آن یعنی از  تنش

)p+h2,h/2h/(   ممان  منتجه و  ممان  و  نیرو  های 

می حاصل  پیزوالکتریک  برای  دورانی  با اینرسی  شود. 

از  ناشی  پتانسیل  و  کرنشی  جنبشی،  انرژی  محاسبه 

  17تا    10نیروهای گریز از مرکز برای وصله طبق روابط  

های ورق، انرژی کل سیستم حاصل  و جمع آنها با انرژی

یعنی اصل همیلتون    9شود که با قرارگیری در رابطه  می

حرکت   معادله  پنج  تغییرات  حساب  اصل  اعمال  و 

آید. این پنج معادله برای کل سیستم شامل  دست میهب

 شود: ورق و وصله چنین می

 

(30 ) 

𝜕𝑁𝑥
sys

𝜕𝑥
+
𝜕𝑁𝑥𝑦

sys

𝜕𝑦
+ 𝐼0

sys × (𝛺2(𝑢0 + 𝑅 + 𝑥) + 2𝛺
𝜕𝑣0
𝜕𝑡

−
𝜕2𝑢0
𝜕𝑡2

) 

                                                                                +𝐼1
sys (𝛺2𝛽𝑥 − 𝛺

𝜕𝛽𝑦

𝜕𝑡
−
𝜕2𝛽𝑥
𝜕𝑡2

) = 0 

  

(31 ) 

𝜕𝑁𝑦
sys

𝜕𝑦
+
𝜕𝑁𝑥𝑦

sys

𝜕𝑥
+ 𝐼0

sys × (𝛺2(𝑣0 + 𝑦) − 2𝛺
𝜕𝑢0
𝜕𝑡

−
𝜕2𝑢0
𝜕𝑡2

) 

                                                                               +𝐼1
sys (𝛺2𝛽𝑦 − 2𝛺

𝜕𝛽𝑥
𝜕𝑡

−
𝜕2𝛽𝑦

𝜕𝑡2
) = 0 

  

(32 ) 

𝜕𝑇𝑦
sys

𝜕𝑦
+
𝜕𝑇𝑥

sys

𝜕𝑥
+ 𝑁𝑥

′sys
𝜕2𝑤0
𝜕𝑥2

+
𝑑

𝑑𝑥
(𝑁𝑥

′sys)
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

+ 𝑁𝑦
′ sys

𝜕2𝑤0
𝜕𝑦2

+ 

                                
𝑑

𝑑𝑦
(𝑁𝑦

′ sys)
𝜕𝑤0
𝜕𝑦

+ 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝐼0
sys 𝜕

2𝑤0
𝜕𝑡2

= 0 

  

(33 ) 

𝜕𝑀𝑥
sys

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝑥𝑦

sys

𝜕𝑦
− 𝑇𝑥

sys + 𝐼1
sys × (𝛺2(𝑢0 + 𝑅 + 𝑥) + 2𝛺

𝜕𝑣0
𝜕𝑡

−
𝜕2𝑢0
𝜕𝑡2

) 

                                              +𝐼2
sys (𝛺2𝛽𝑥 + 2𝛺

𝜕𝛽𝑦

𝜕𝑡
−
𝜕2𝛽𝑥
𝜕𝑡2

) = 0 

  

(34 ) 

𝜕𝑀𝑦
sys

𝜕𝑦
+
𝜕𝑀𝑥𝑦

sys

𝜕𝑥
− 𝑇𝑦

sys + 𝐼1
sys × (𝛺2(𝑣0 + 𝑦) − 𝛺

𝜕𝑢0
𝜕𝑡

−
𝜕2𝑢0
𝜕𝑡2

) 

                                                                           +𝐼2
sys (𝛺2𝛽𝑦 − 2𝛺

𝜕𝛽𝑥
𝜕𝑡

−
𝜕2𝛽𝑦

𝜕𝑡2
) = 0 
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 بیان هستند:صورت روابط زیر قابلو به استبه سیستم  مربوط sysکه در این روابط، بالا نویس 

(35 ) 𝛸𝑖
sys = 𝛸𝑖

plate + 𝛸𝑖
piezo𝛤(𝑥, 𝑦)   , 𝛸 = 𝑁,𝑀   ,   𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑥𝑦 

(36) 𝑇𝑖
sys = 𝑇𝑖

plate + 𝑇𝑖
piezo𝛤(𝑥, 𝑦)                        ,   𝑖 = 𝑥, 𝑦 

(37 ) 𝐼𝑖
sys = 𝐼𝑖

plate + 𝐼𝑖
piezo𝛤(𝑥, 𝑦)                         ,    𝑖 = 0,1,2 

(38 ) 𝑁𝑖
′sys = 𝑁𝑖

′plate +𝑁𝑖
′piezo                               ,     𝑖 = 𝑥, 𝑦 

لازم به ذکر است که در اثر چرخش و کشش در وصله،  

شود که نتیجه آن ایجاد ولتاژ یا پیش  کرنش حاصل می

. با توجه به ابعاد کم وصله  استبار الکتریکی در وصله  

در   کشش  ورق،  به  وصله  کامل  اتصال  فرض  وصله  و 

صفحه درون  نیروهای  و  توسط  کم  مرکز  از  گریز  ای 

به ایجاد درنتیجه کرنش و  دنبال آن ولتاژ بسیار کمی 

 شود.نظر میشده که از آن صرف

بایستی  تمامی متغیرها در معادلات حرکت،  از طرفی 

چگالی  دیورژانس  نماید. پس  ارضا  را  معادله ماکسول 

وصله باید برابر با صفر  ای از  شار الکتریکی در هر نقطه

 :[34] باشد

(39 ) 

∫  (
𝜕

𝜕𝑥
(𝐷𝑥𝛤(𝑥, 𝑦))

ℎ

2
+ℎ𝑝

ℎ

2

+
𝜕

𝜕𝑦
(𝐷𝑦𝛤(𝑥, 𝑦))

+
𝜕

𝜕𝑧
(𝐷𝑧𝛤(𝑥, 𝑦)))    𝑑𝑧 = 0 

الکترومکانیکی  پس سیستم دارای شش معادله کوپل 

زمان حل شوند. لازم به ذکر  طور همکه بایستی بهاست  

روابط   به  توجه  با  رابطه    34الی    30است  در    39و 

معادلات فوق مشتق تابع هویساید نسبت به دو راستای  

x    وy  می دیراک  ظاهر  دلتای  تابع  همان  که   𝛿شود 

 .است

(40 ) 
𝜕𝛤

𝜕𝑥
= [𝛿(𝑥 − 𝑥1) − 𝛿(𝑥 − 𝑥2)] × 

[𝐻(𝑦 − 𝑦1) − 𝐻(𝑦 − 𝑦2)] 

(41 ) 
𝜕𝛤

𝜕𝑦
= [𝐻(𝑥 − 𝑥1) − 𝐻(𝑥 − 𝑥2)] × 

[𝛿(𝑦 − 𝑦1) − 𝛿(𝑦 − 𝑦2)] 

 . شرایط مرزي یکسرگيردار 3-2

به که  ورق  شده  گرفته  درنظر  یکسرگیردار  صورت 

سرگیردار آن در سمت هاب قرار گرفته و سه لبه دیگر  

ست که  ا  . شرط مرزی گیردار بدان معنیاستورق آزاد  

تمامی درجات آزادی آن لبه گرفته شده باشد و شرط  

لبه وارد   نیرو و گشتاوری روی  مرزی آزاد یعنی هیچ 

 صورت ریاضی خواهیم داشت:  نشده و صفر است. پس به

(42 ) @ 𝑥 = 0 ∶    

𝑢0 = 𝑣0 = 𝑤0 = 𝛽𝑥 = 𝛽𝑦 = 0 

(43 ) 

@ 𝑥 = 𝑎 ∶     

𝑁𝑥
sys = 0 , 𝑁𝑥𝑦

sys = 0  

𝑇𝑥
sys + 𝑁𝑥

′sys
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

= 0  

𝑀𝑥
sys = 0 ,𝑀𝑥𝑦

sys = 0 

(44 ) @ 𝑦 =  
𝑏

2−
+ ∶     

𝑁𝑦
sys = 0 , 𝑁𝑥𝑦

sys = 0   
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𝑇𝑦
sys +𝑁𝑦

′ sys
𝜕𝑤0
𝜕𝑦

= 0   

𝑀𝑦
sys = 0 ,𝑀𝑥𝑦

sys = 0 

 . روش حل عددي3

روش مربعات دیفرانسیلی یک روش حل عددی ساده،  

سریع و دقیق است که برای مسائل مقدار اولیه و مقدار  

تواند  مرزی در مهندسی مطرح شده است. این روش می

های عددی المان محدود  جایگزین مناسبی برای روش

معادلات  حل  قابلیت  و  باشد  محدود  تفاضل  و 

این روش   در  دارد.  نیز  را  بالاتر  درجات  با  دیفرانسیل 

بندی شده و مقدار مشتق تابع در هر  ناحیه حل شبکه

صورت  گره از شبکه، نسبت به یک راستای مشخص، به

دار از مقادیر تابع در نقاط آن راستا،  مجموع خطی وزن 

می بهبیان  مطلب  بیان  برای  تابع  شود.  ریاضی  صورت 

𝜓 = 𝜓(𝑥, 𝑦)   را درنظر بگیرید که در ناحیه مستطیل

اگر   ترتیب تعداد به    yNو    xNشکلی قرار گرفته است. 

  rباشند، مشتق جزئی از مرتبه    yو    xگره در راستای  

 x ، در هر نقطه yنسبت به  sو مرتبه   xتابع نسبت به 

i= x و jy = y [35] نویسیمبدین صورت می : 

 

(45 ) 𝜕𝑟𝜓

𝜕𝑥𝑟
(𝑥𝑖) = ∑𝐻𝑥𝑖𝑘

(𝑟)𝜓(𝑥𝑘 , 𝑦𝑗)

𝑁𝑥

𝑘=1

 

(46 ) 𝜕𝑠𝜓

𝜕𝑦𝑠
(𝑦𝑗) =∑𝐻𝑦𝑗𝑙

(𝑠)𝜓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑙)

𝑁𝑦

𝑙=1

 

استفاده  زیر  رابطه  از  ترکیبی  مشتق  برای  همچنین 

 شود: می

(47 ) 

𝜕(𝑟+𝑠)𝜓

𝜕𝑥𝑟𝜕𝑦𝑠
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) = 

∑𝐻𝑥𝑖𝑘
(𝑟)∑𝐻𝑦𝑗𝑙

(𝑠)𝜓(𝑥𝑘 , 𝑦𝑙)

𝑁𝑦

𝑙=1

𝑁𝑥

𝑘=1

   

}که  
𝑖 = 1: 𝑁𝑥
𝑗 = 1: 𝑁𝑦

درنظر گرفته شده است. در این روابط      

وزنی   از    Hyو    Hxضرایب  نقاط  توزیع  همچنین  و 

ضرایب   محاسبه  برای  است.  برخوردار  بالایی  اهمیت 

وزنی مرتبه اول در هر راستا، از توابع لاگرانژی، مراتب  

از   شبکه  نقاط  توزیع  برای  و  بازگشتی  رابطه  از  بالاتر 

برای  استفاده می  27لوباتو -گوس  - رابطه چبیشف شود. 

وزنی   به  Hxضریب  روابط  نقاط،  توزیع  زیر  و  صورت 

به  Hyاست، ضریب وزنی   قابلنیز    محاسبه طور مشابه 

 :است

(48 ) 

𝐻𝑥𝑖𝑗
(1)
= 

{
 
 
 

 
 
 
∏  (𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)
𝑁𝑥
𝑘=1,𝑘≠𝑖

∏ (𝑥𝑗 − 𝑥𝑘)
𝑁𝑥
𝑘=1,𝑘≠𝑗

             𝑖 ≠ 𝑗  

𝑖, 𝑗 = 1:𝑁𝑥

∑
1

𝑥𝑖 − 𝑥𝑘

𝑁𝑥

𝑘=1,𝑘≠𝑖

                  𝑖 = 𝑗   

𝑖, 𝑗 = 1: 𝑁𝑥      

 

(49 ) [𝐻𝑥(𝑟)] = [𝐻𝑥(1)][𝐻𝑥(𝑟−1)] 

(50 ) 

{
 
 

 
 𝑥 =

𝑎

2
(1 − cos (

𝑖 − 1

𝑁𝑥 − 1
π))         

𝑦 =
𝑏

2
(1 − cos (

𝑗 − 1

𝑁𝑦 − 1
π)) −

𝑏

2

 

 . پياده سازي روش عددي 4

گسستهبه روش  منظور  اعمال  با  بر   GDQسازی 

های حاوی زمان را از  معادلات حاکم، ابتدا بایستی ترم

پاسخ ابتدا  منظور  بدین  کرد.  حذف  را معادلات  ها 

از  به تابعی  به  yو    xصورت  زمان  از  تابعی  صورت  در 

با جای و  درنظر گرفته  معادلات هارمونیک  در  گذاری 

 شوند.های زمانی حذف میترم

(51 ) 

𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑈(𝑥, 𝑦)e
𝑖𝜔𝑡    

𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑉(𝑥, 𝑦)e
𝑖𝜔𝑡 

𝑤0(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑊(𝑥, 𝑦)e
𝑖𝜔𝑡      

𝛽𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝐵𝑥(𝑥, 𝑦)e
𝑖𝜔𝑡     
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

𝛽𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝐵𝑦(𝑥, 𝑦)e
𝑖𝜔𝑡       

𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝛷(𝑥, 𝑦)e𝑖𝜔𝑡 

، و اعمال روش مربعات   N y= N xN =با درنظر گرفتن  

تعمیم ماتریسدیفرانسیلی  اینرسی،  یافته  جرم  های 

کل   سفتی  ماتریس  و  ژیروسکوپ  و  مرکز  از  گریز 

مشاهده هستند. شوند که در پیوست قابلمحاسبه می

از ساخت   بایستی شرایط مرزی  ماتریسبعد  های کل 

های داخلی یعنی  هم اعمال شود. معادلات بر روی گره

i,j=2,…,N-1  گره روی  مرزی  و  شرایط  مرزی،  های 

منظور دستیابی به مقادیر ویژه  شود. بهمسئله اعمال می

فرکانس همان  یا  دامنه  سیستم  کل  طبیعی،  های 

می تقسیم  قسمت  دو  به  اول  محاسباتی  بخش  شود. 

گره به  مربوط  آزادی  درجات  با  شامل  که  مرزی  های 

های  و بخش دوم درجات آزادی مربوط به گره  bاندیس  

اندیس   با  که  محاسباتی  دامنه  داده    dداخلی  نمایش 

 شوند.می

(52 ) {𝑏}

= {{𝑈𝑏} {𝑉𝑏} {𝑊𝑏} {𝐵𝑥𝑏} {𝐵𝑦𝑏}}
T 

(53 ) 
{𝑑}

= {{𝑈𝑑} {𝑉𝑑} {𝑊𝑑} {𝐵𝑥𝑑} {𝐵𝑦𝑑} {𝜙} }
T
 

معادله به فرم ماتریسی زیر  معادله فرکانسی برای شش  

 خواهد بود: 

(54 ) 

([𝐾𝑑𝑑 − 𝐾𝑑𝑏𝐾𝑏𝑏
−1𝐾𝑏𝑑]

+ [𝑀centrifugal𝑑𝑑
]

+ 𝑖𝜔[𝑀coriolis𝑑𝑑
]

− 𝜔2[𝑀inertia𝑑𝑑
]){𝑑} = {0} 

 

𝐾𝑑𝑑در این رابطه   − 𝐾𝑑𝑏𝐾𝑏𝑏
−1𝐾𝑏𝑑    ماتریس سفتی

مرزی،   شرایط  اعمال  با  𝑀centrifugal𝑑𝑑سیستم 
 ،

𝑀coriolis𝑑𝑑
𝑀inertia𝑑𝑑و   

های جرم مربوط  ماتریس  

و   اینرسی  و  مرکز، کوریولیس  از  فرکانس    𝜔به گریز 

زاویه دادن  طبیعی  قرار  صفر  با  که  است  سیستم  ای 

می حاصل  ضرایب  ماتریس  دلیل  بهشود.  دترمینان 

چبیشف نقاط  توزیع  گرفتن  و  -گوس-درنظر  لوباتو 

افزار متلب  ها، تابع دلتا در نرمغیریکنواختی فاصله گره

سازی  قادر به شناسایی مکان وصله نخواهد بود و پیاده

رو بایستی از  پذیر نیست. ازایننیز امکان   GDQروش  

. توابع متعددی برای  [36]  تقریب تابع دلتا استفاده کرد

تقریب تابع دلتا بیان شده است. تابع پیشنهادی بدین 

 : است صورت

(55 ) 𝛿(𝑥 − 𝑥1) =
1

2√π𝑛
e− 

(𝑥−𝑥1)
2

4𝑛       

                                                     𝑛 → 0 
توان تابع دلتای دیراک در  راستای  طور مشابه میکه به

y .را نیز نوشت  

 . نتایج عددي 5

 . جنس ورق و وصله1-5

درنظر   PZT-5Hجنس ورق آلومینیوم و پیزوالکتریک 

  گرفته شده است. خواص مکانیکی آلومینیوم در جدول 

و    47الکتریکی وصله در روابط  _ و خواص مکانیکی  1

 . [37] ارائه شده است  48

 جنس و خواص مکانیکی ورق  .1جدول 

 ماده

چگالی 

ρ 

 مدول یانگ 

E 

ضریب 

 νپواسون 

3kg/m GPa - 

 33/0 69 2700 آلومینیوم 

 : PZT-5Hالکتریکی کاهش یافته _ خواص مکانیکی

𝜌𝑝 = 7500 (
kg

m3
) 
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 و

(56 ) 

𝐶 = 

[
 
 
 
 
 
126
79.5
84
0
0
0

79.5
126
84
0
0
0

84
84
117
0
0
0

0
0
0

23.25
0
0

0
0
0
0
23
0

0
0
0
0
0
23]
 
 
 
 
 

 

 

 

(57 ) 

𝑒 = 

[
0
0

−6.5

0
0

−6.5

0
0
23.3

0
0
0

17
0
0

0
17
0
] 

 

𝜖 = [
15.03 0 0
0 15.03 0
0 0 13

] × 10−9 

 . مقایسه تير و ورق در بحث چرخان2-5

از  گوناگون دینامیکی در نرم حل مسائل   افزار آباکوس 

دقت و تطابق خوبی با نتایج آزمایشگاهی برخوردار است  

نرمازاین این  نتایج  از  این پژوهش  بهرو در  منظور  افزار 

شود. سنجی معادلات و روش عددی، استفاده میصحت

انتخاب المان مناسب با توجه به هندسه مسئله و سایز  

ترین میزان اختلاف با  منظور دستیابی به کمشبکه، به

های آزمایشگاهی نکته مهمی است که بایستی به  داده 

مدل برای  کرد.  توجه  و  آن  بهترین  در  پره  سازی 

که برای اجسام پیوسته    solidترین حالت المان  کامل

 شود.  کاربرد دارد، استفاده می

توان از دو المان  سازی و کاهش زمان حل میبرای ساده

Beam    وShell  به که  کرد  استفاده  از  نیز  ترتیب 

تئوری و  میمعادلات  تبعیت  ورق  و  تیر  کنند. های 

طورکه در بخش مقدمه گفته شد، افزایش سرعت  همان 

مثل   مقطع  سطح  هندسه  شدن  پیچیده  چرخش، 

جمله دلایلی هستند   ایرفویل و کاهش نسبت منظری از

تئوری ارجحیت  به  که  نسبت  را  ورق  تیر  های  تئوری 

 کنند. بیان می

هندسه شکل موضوع  این  بررسی  وصله    1برای  بدون 

پیزوالکتریک را درنظر گرفته که مشخصات هندسی در  

همگی برحسب متر مشخص شده است. این    2  جدول

مقادیر برای بیشترین مشابهت به ابعاد پره بالگرد یک  

 اند.  تا دو نفره درنظر گرفته شده

نرممدل در  بهسازی  آباکوس  المان افزار  های  صورت 

Beam   ،  Shell    وSolid    صورت گرفته است. به منظور

استفاده شده که    B32دقت بیشتر، برای المان تیر از  

  براساس تئوری تیر تیموشنکو و با درنظر گرفتن تغییر 

فرمول برشی  سهشکل  المان  یک  و  شده  بعدی  بندی 

درنظر   SR8صورت  نیز به   Shellمرتبه دو است. المان  

شکل برشی مرتبه    گرفته شده که طبق تئوری تغییر 

بندی شده و یک  های ضخیم فرمولاول و مناسب ورق

 .  استی االمان مرتبه دو هشت گره

که یک المان مکعبی    C3D20نیز    Solidبرای المان  

 انتخاب شد. استی اگره 20مرتبه دوم 

. مشخصات هندسی مدل بدون وصله در ابعاد پره 2 جدول

 بالگرد 

a b R h 

3 3 /0 2 /0 1 /0 

همبه بررسی  نرممنظور  در  حل  آباکوس،  گرایی  افزار 

هندسه مذکور برای هر سه المان درنظر گرفته شده که  

 .  استرادیان بر ثانیه  20دارای سرعت چرخش  

گرایی  سه فرکانس طبیعی اول برای المان بررسی هم  .3 جدول

 افزار آباکوستیر در نرم

 المان تير
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

شماره  

 د وم

 تفاضل ها تعداد المان

 % 27 29 

𝒇𝟏 (𝐇𝐳) 22823 /9 22823 /9 0 

𝒇𝟐 (𝐇𝐳) 2441/27 2441/27 0 

𝒇𝟑 (𝐇𝐳) 0475/57 0475/57 0 

 

 

گرایی  سه فرکانس طبیعی اول برای المان بررسی هم  .4جدول 

 افزار آباکوس پوسته در نرم

شماره  

 د وم

 المان پوسته

 تفاضل سایز مش

 % 009/0 008/0 

𝒇𝟏 (𝐇𝐳) 80436/9 80435 /9 0001/0 

𝒇𝟐 (𝐇𝐳) 0913/27 0911/27 0007/0 

𝒇𝟑 (𝐇𝐳) 4002/57 4001/57 0001/0 
 

گرایی سه فرکانس طبیعی اول برای المان بررسی هم . 5جدول 

solid افزار آباکوسدر نرم 

 شماره 

 د وم

 solidالمان 

 تفاضل سایز مش

 % 03/0 02/0 

𝒇𝟏 (𝐇𝐳) 80472 /9 80453 /9 0019/0 

𝒇𝟐 (𝐇𝐳) 0965 /27 0939/27 0095/0 

𝒇𝟑 (𝐇𝐳) 4023/57 4012/57 0019/0 
 

صورت یک بعدی  گرایی برای المان تیر که هندسه بههم

تر صورت گرفته و در تعداد المان  شود، راحتمدل می

هم  27 کاملا  المان مقادیر  مورد  در  هستند.  های گرا 

های دو  صورت هندسهترتیب به، چون بهsolidپوسته و  

می مدل  بعدی  سه  حجم  و  بالاتری  شوند،  محاسباتی 

حال مقادیر سه فرکانس طبیعی اول در این  دارند. بااین 

بهالمان  مش  ها  سایز  در  با    02/0و    009/0ترتیب 

گرا  هایی در مرتبه ده هزارم و هزارم درصد همتفاضل

هستند. نمودار فرکانس طبیعی پایه با افزایش سرعت 

  رسم شده است.  3چرخش برای هر سه المان، در شکل

برای   پایه  فرکانس  مقدار  صفر  چرخش  سرعت  در 

  9/ 06557ترتیب  به  Solid  و  Beam  ،Shellهای  المان 

که دارای   است برحسب هرتز  11876/9و   10928/9، 

می تیر  مدل  و  هستند  یکدیگر  با  کمی  تواند  اختلاف 

مدل برای  مناسبی  افزایش گزینه  با  ولی  باشد.  سازی 

در   پایه  فرکانس  مقدار  فاصله  شاهد  چرخش  سرعت 

به هستیم.  دیگر  مدل  دو  با  تیر  در  مدل  مثال  عنوان 

ترتیب  مقدار فرکانس پایه به رادیان بر ثانیه 50 سرعت

 است برحسب هرتز    12/ 8294و    8273/12،  0083/10

 
ثیر سرعت چرخش در فرکانس طبیعی پایه أنمودار ت.  3 شکل

 افزار آباکوسدر نرم Solidو  Beam  ،Shellبرای سه المان 

به جابکه  آن  عرضی  هدنبال  ارتعاشات   𝑤0جایی  در 

دهد. با توجه به تفاوت در  ثیر قرار میأاجباری را تحت ت 

گرفته   درنظر  امر  این  دلیل  ورق،  و  تیر  مدل  هندسه 

ای گریز از مرکز در راستای  نشدن نیروی درون صفحه

y      درنتیجه استفاده  استو اثر کوریولیس، در مدل تیر .
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

ب ورق  مدل  سازهه  از  این  برای  تیر  منطقیجای  تر  ها 

 است.  

 . ارتعاش آزاد ورق بدون وصله3-5

گرههم تعداد  حل  گرایی  در  ورق    GDQها  برای 

دورانی  و با سرعت    2یکسرگیردار چرخان با ابعاد جدول  

دور در دقیقه انجام شده که مقادیر چهار فرکانس    400

گره تعداد  برحسب  هرتز  برحسب  اول  در طبیعی  ها 

 نشان داده شده است.  4شکل  

 

برای چهار فرکانس طبیعی اول   GDQ. نمودار همگرایی 4شکل 

 در ورق چرخان بدون وصله 

گره   تعداد  از  طبیعی  فرکانس  با    22مقادیر  بعد  به 

هم درصد  صدم  بهاختلاف  هستند.  بررسی  گرا  منظور 

جدول   در  معادلات،  و  روش  فرکانس  6صحت  پنج   ،

بی  نرمطبیعی  با  یکسرگیردار  افزار  بعد ورق مستطیلی 

همین مقادیر با مقالات مقایسه   7آباکوس و در جدول 

صحت بیو  پارامترهای  است.  شده  که سنجی  بعدی 

 اند عبارتند از: مورد استفاده قرار گرفته

(58 ) 𝛿 =
𝑎

𝑏
  ;   𝜇 =

𝑅

𝑎
  ;   𝜂 =

ℎ

𝑎
 

(59 ) 𝜆 = 𝛺 (
𝜌ℎ𝑎4

𝐷𝑝
)

1

2

 

(60 ) 𝐷𝑝 =
𝐸ℎ3

12(1 − 𝜈2)
 

(61 ) 𝜔̅ = 𝜔 (
𝜌ℎ𝑎4

𝐷𝑝
)

1

2

 

𝛿    ،منظری هاب،    𝜇نسبت  دورانی    𝜆نسبت  سرعت 

بعد است. مقدار تفاضل  ای بیفرکانس زاویه 𝜔̅بعد و  بی

افزار آباکوس و دیگر  های پژوهش حاضر با نرمفرکانس

همان  است.  شده  بیان  درصد  برحسب  طورکه  مقالات 

صورت  ها با آباکوس که بهشود اختلاف دادهمشاهده می

و   هستند  مدل شده، از مرتبه دهم درصد  Solidالمان  

های حاصل از مقالات  از دقت خوبی برخوردار است. داده

از تئوریبه تر ورق و فرضیات های سادهدلیل استفاده 

 .سازی بیشتر، دارای اختلاف بیشتری نیز هستندساده

بعد با آباکوس با مقادیر . مقایسه پنج فرکانس طبیعی بی 6جدول 

δ = 1 , η = 0.01 ,  𝜇  = 0 

بعد پژوهش حاضر  طبیعی بی . اختلاف مقادیر پنج فرکانس 7جدول 

 با مقالات  6در جدول 

λ 
شماره 

د وم  
 آباکوس 

پژوهش  

 حاضر

 تفاضل
% 

1 

1 63073 /3 6306 /3  0042 /0  

2 4696 /8 5406/8  8376/0  

3 24082/21 2546/21  0648/0  

4 1087 /27 2012 /27  3411 /0  

5 6178/30 6137/30  0134 /0  

2 1 0937 /4 0942 /4  0103 /0  

λ 
شماره 

د وم  

Yoo and 
Kim 
[1] 

 تفاضل 
% 

Ramu 
etal. 
[2] 

 تفاضل 
% 

1 

1 65280 /3 608 /0  5567/3  078/2  

2 64590 /8 218/1  6205/8  927/0  

3 53372/21 296 /1  4360/21  846 /0  

4 38478/27 670 /0  2718 /27  295/0  

5 21853/31 937/1  0489 /31  402/1  

2 1 11312/4 459/0  1190 /4  602 /0  
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

2 8249 /8 0693/9  7697/2  

3 6637 /21 7096/21  21148/0  

4 3536/27 5943 /27  8796/0  

5 9764/30 0365/31  1940 /0  
 

2 00317/9 734/0  4010 /9  528/3  

3 96654/21 169 /1  1913 /22  171/2  

4 62312 /27 104/0  1300 /28  904/1  

5 58544/31 738/1  6746 /31  014/2   

ثیر چهار پارامتر نسبت منظری، ضخامت ورق،  تأحال  

های طبیعی شعاع هاب و سرعت چرخش در فرکانس

دور در دقیقه    400و سرعت    2  ورق برای ابعاد جدول

می برحسب  بررسی  پایه  فرکانس  تغییر  نمودار  شود. 

نشان داده شده    8تا    5های پارامترهای مذکور در شکل

 است.

 
 تغییرات فرکانس پایه با نسبت منظری. نمودار 5شکل 

 
 . نمودار تغییرات فرکانس پایه با ضخامت ورق 6شکل 

 
 . نمودار تغییرات فرکانس پایه با شعاع هاب7 شکل

 
 . نمودار تغییرات فرکانس پایه با سرعت چرخش 8 شکل

میهمان  مشاهده  منظری  طورکه  نسبت  افزایش  شود 

فرکانس طبیعی سیستم  باعث کاهش سفتی و کاهش  

افزایش ضخامت ورق نیز سفتی خمشی ورق    شود.می

نیز  طبیعی  فرکانس  آن  درنتیجه  که  داده  افزایش  را 

و شعاع  می پیدا  افزایش   افزایش سرعت چرخش  کند. 

به نیز  مرکز،  هاب  از  گریز  نیروهای  در  افزایش  دلیل 

فرکانس  افزایش  باعث  ورق،  شدن  سفت  و  کشیدگی 

 شود.طبیعی می

وصله 4-5 با  چرخان  ورق  آزاد  ارتعاشات   .

 پيزوالکتریک
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

گرایی چهار فرکانس اول ورق برحسب هرتز در  ابتدا هم

با   20×20که یک وصله مربعی با ابعاد    2  ابعاد جدول

سانتیو    1ضخامت   برحسب  کوپل  همگی  آن  به  متر 

(   1/0و0)شود. مختصات مرکز وصله در بررسی می ،شده

دور در دقیقه درنظر    400قرار دارد و سرعت چرخش  

  گرایی در دو شرایط مدار گرفته شده است.  نمودار هم

 نشان داده شده است. 10و   9های بسته و باز در شکل

 
گرایی چهار فرکانس اول ورق چرخان با  . نمودار هم 9 شکل

 وصله پیزوالکتریک در شرایط اتصال کوتاه

 
گرایی چهار فرکانس اول ورق چرخان با . نمودار هم 10 شکل

 وصله پیزوالکتریک در شرایط مدارباز 

  مقادیر فرکانس طبیعی در هر دو شرط الکتریکی مدار 

و با    باز  𝑉0بسته  = گفته     0 کوتاه  اتصال  آن  به  که 

گرا  با اختلاف دهم درصد هم  24شود، در تعداد گره  می

 هستند. 

افزار آباکوس با مشخصات مذکور نیز  سنجی با نرم صحت

 گزارش شده است.   9و    8های  در هر دو حالت در جدول

سنجی ده فرکانس طبیعی اول برحسب هرتز . صحت 8جدول 

 برای ورق با وصله در شرایط اتصال کوتاه 
سنجی ده فرکانس طبیعی اول برحسب هرتز . صحت 9جدول 

 برای ورق با وصله در شرایط مدار باز 

شماره 

د وم  
 آباکوس 

پژوهش  

 حاضر

 تفاضل 

% 

𝒇𝟏 (𝐇𝐳) 8678/11 883/11  12 /0  

𝒇𝟐 (𝐇𝐳) 3111 /27 107/27  74 /0  

𝒇𝟑 (𝐇𝐳) 5831 /59 769 /59  31 /0  

𝒇𝟒 (𝐇𝐳) 112/148 945/148  56/0  

𝒇𝟓 (𝐇𝐳) 733/160 216 /161  30 /0  

𝒇𝟔 (𝐇𝐳) 085/163 947/161  69/0  

𝒇𝟕 (𝐇𝐳) 063 /309 156 /310  35 /0  

𝒇𝟖 (𝐇𝐳) 155/422 107/422  01 /0  

𝒇𝟗 (𝐇𝐳) 965 /427 412/426  36/0  

𝒇𝟏𝟎 (𝐇𝐳) 22 /445 258/447  45 /0  
 

شماره 

د وم  
 آباکوس 

پژوهش  

 حاضر

 تفاضل 

% 

𝒇𝟏 (𝐇𝐳) 8728 /11 894/11  17 /0  

𝒇𝟐 (𝐇𝐳) 3111 /27 144/27  61/0  

𝒇𝟑 (𝐇𝐳) 6103/59 837/59  38 /0  

𝒇𝟒 (𝐇𝐳) 112/148 229/149  75 /0  

𝒇𝟓 (𝐇𝐳) 795/160 402/161  37 /0  

𝒇𝟔 (𝐇𝐳) 085/163 978/161  67/0  

𝒇𝟕 (𝐇𝐳) 156 /309 009/311  59 /0  

𝒇𝟖 (𝐇𝐳) 194/422 327/422  03 /0  

𝒇𝟗 (𝐇𝐳) 965 /427 528/426  33 /0  

𝒇𝟏𝟎 (𝐇𝐳) 221/445 118/448  65/0  
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

شود روابط وصله پیزوالکتریک  طورکه مشاهده میهمان 

قابل دقت  و  مورد  از صحت  در  است.  برخوردار  قبولی 

مقدار فرکانس در دو حالت مدار باز که در  تفاوت کم  

حسگر ها و اتصال کوتاه در عملگرها مورد استفاده قرار 

میمی باز  گیرد  مدار  الکتریکی  شرایط  در  گفت،  توان 

جاب دارای  پیزوالکتریک  لایه  بالایی  جایی  هسطح 

های حاصل از ارتعاش به  الکتریکی صفر است تا کرنش

رو انرژی حاصل از  انرژی الکتریکی تبدیل شوند. ازاین

ارتعاش از سطح بالایی توانایی خارج شدن ندارد پس  

رفتاری مشابه با بستن درجات آزادی سیستم دارد که  

های طبیعی نسبت به حالت نتیجه آن افزایش فرکانس

تاستبسته    مدار بررسی  برای  مقدار  أ.  در  وصله  ثیر 

فرکانس طبیعی  سه  فرکانس طبیعی سیستم، مقادیر 

   10باز با ورق بدون وصله در جدول الت مداردر ح

. مقادیر سه فرکانس طبیعی ورق چرخان با و بدون 10 جدول

 وصله برحسب هرتز

شماره 

د وم  

 با وصله  بدون وصله 

h = 

05 /0  m 
h = 

1/0  m 
h = 05 /0  

m 

h = 1/0  
m 

𝒇𝟏 (𝐇𝐳) 8176/8  
8589 /1

1 
859/8  894/11  

𝒇𝟐 (𝐇𝐳) 1429 /26  
1429 /2
6 

437/26  527/26  

𝒇𝟑 (𝐇𝐳) 5835 /33  
4505 /5

9 
988/33  837/59  

دلیل ابعاد کم وصله این تأثیر بسیار  گزارش شده که به

های  ناچیز است. اما پارامتر تأثیرگذار وصله در فرکانس

نمودار    11طبیعی سیستم، ضخامت آن است. در شکل  

نشان   وصله  ضخامت  برحسب  پایه  فرکانس  تغییرات 

شده است. افزایش ضخامت وصله مانند ضخامت داده  

در و  کل  خمشی  سفتی  افزایش  باعث  نتیجه ورق، 

 شود. های طبیعی سیستم میافزایش فرکانس

 

. نمودار تغییرات فرکانس پایه ورق و وصله با ضخامت  11 شکل

 وصله 

وصله  به  با  چرخان  ورق  بیشتر  شناخت  منظور 

پیزوالکتریک کوپل شده، ورق و وصله با ابعاد ذکر شده 

برحسب متر درنظر گرفته و پنج فرکانس طبیعی اول  

ازاء متغیرهای ضخامت ورق، وصله و سرعت چرخش  به

باز استخراج گردیده  اتصال کوتاه و مدار  در دو حالت 

 است.

 

. پنج فرکانس طبیعی اول ورق با وصله در شرایط اتصال  11جدول 

 کوتاه و در سرعت صفر 
h = 1/0  m h = 05/0  m 

شماره 

 د وم
hp =0/01 

m 

hp 
= 001/0  

m 

hp  
= 01/0  

m 

hp =0/001 

m 

148/9 116 /9 618 /4 576 /4 𝑓1 (Hz) 

. پنج فرکانس طبیعی اول ورق با وصله در شرایط  12جدول 

 مدار باز و در سرعت صفر
h = 1/0  m h = 05/0  m 

شماره 

 د وم
hp = 01/0  

m 

hp 
= 001/0  

m 

hp  
= 01/0  

m 

hp 

= 001/0  

m 
161 /9 128/9 624 /4 581/4 𝑓1 (Hz) 
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

094/27 0007 /27 979/26 886 /26 𝑓2 (Hz) 

086 /57 802/56 881/28 581/28 𝑓3 (Hz) 

533/148 743/147 662/80 950/79 𝑓4 (Hz) 

521/158 801/157 360 /83 398/82 𝑓5 (Hz)  

101/27 015/27 006 /27 967 /26 𝑓2 (Hz) 

152/57 821/56 834/28 599/28 𝑓3 (Hz) 

817/148 769 /147 698 /80 995/79 𝑓4 (Hz) 

778/158 845/157 628 /83 421/82 𝑓5 (Hz)  

اول ورق با وصله در شرایط اتصال  . پنج فرکانس طبیعی 13جدول 

 دور در دقیقه  400کوتاه و در سرعت 
h = 1/0  m h = 05/0  m 

شماره 

 مود 
hp = 01/0  

m 

hp 
= 001/0  

hp  
= 01/0  

m 

hp =0/001 

m 

883/11 854/11 841/8 811/8 𝑓1 (Hz) 

107/27 011/27 008/27 971/26 𝑓2 (Hz) 

769 /59 489/59 917/33 625 /33 𝑓3 (Hz) 

945/148 158/148 177/84 224/83 𝑓4 (Hz) 

216 /161 501/160 875/85 179/85 𝑓5 (Hz)  

. پنج فرکانس طبیعی اول ورق با وصله در شرایط  14جدول 

 دور در دقیقه   400مدار باز و در سرعت 
h = 1/0  m h = 05/0  m 

شماره 

 مود 
hp = 01/0  

m 

hp 
= 001/0  

m 

hp  
= 01/0  

m 

hp 

= 001/0  

m 
894/11 866/11 859/8 824/8 𝑓1 (Hz) 

144/27 132/27 031/27 007/27 𝑓2 (Hz) 

837/59 508/59 988/33 643 /33 𝑓3 (Hz) 

229/149 185/148 353/84 247/83 𝑓4 (Hz) 

402/161 545/160 016 /86 223/85 𝑓5 (Hz)  

. پنج فرکانس طبیعی اول ورق با وصله در شرایط اتصال  15جدول 

 دور در دقیقه  500کوتاه و در سرعت 
h = 1/0  m h = 05/0  m 

شماره 

 مود 
hp = 01/0  

m 

hp 
= 001/0  

m 

hp  
= 01/0  

m 

hp =0/001 

m 

163 /13 135/13 449/10 429/10 𝑓1 (Hz) 

366/27 297/27 111/27 091/27 𝑓2 (Hz) 

228/61 949/60 442/36 151/36 𝑓3 (Hz) 

177/149 392/148 634 /84 686/83 𝑓4 (Hz) 

557/161 860 /161 658 /88 969 /87 𝑓5 (Hz)  

. پنج فرکانس طبیعی اول ورق با وصله در شرایط  16جدول 

 دور در دقیقه   500مدار باز و در سرعت 
h = 1/0  m h = 05/0  m 

شماره 

 مود 
hp = 01/0  

m 

hp 
= 001/0  

m 

hp  
= 01/0  

m 

hp 

= 001/0  

m 
173/13 137/13 456 /10 432/10 𝑓1 (Hz) 

300/27 245/27 166/27 101/27 𝑓2 (Hz) 

295/61 967/60 450/36 169 /36 𝑓3 (Hz) 

460 /149 418/148 843/84 708/83 𝑓4 (Hz) 

612 /161 848/161 770/88 012/88 𝑓5 (Hz)  

شکل  فرکانس   12در  بر  اعمالی  ولتاژ  افزایش  تاثیر 

افتد نشان پایه که در حالت مداربسته اتفاق میطبیعی 

 داده شده است.

شود، با افزایش ولتاژ فرکانس طورکه مشاهده میهمان 

یابد که همان اثر عملگرها  طبیعی پایه نیز افزایش می

 در فرکانس برای کم کردن دامنه ارتعاشات است. چون

 
 . تاثیر ولتاژ اعمالی بر فرکانس طبیعی پایه12شکل
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

سفت سیستم  باشد  بالاتر  فرکانس  دامنه  هرچه  و  تر 

 شود.  جایی کمتر میهجاب

 گيري . بحث و نتيجه6

انعطافدر سازه پژوهش  های  این  در  که  پذیر چرخان 

دلیل  پره یک بالگرد یک تا دو نفره بررسی شده است، به

همچنین  أت و  راستا  دو  در  مرکز  از  گریز  نیروهای  ثیر 

سطح   هندسه  نبودن  از  ساده  است  بهتر  مقطع 

جای تیر استفاده شود. وجود وصله  ههای ورق ب تئوری

بهپیزوالکتریک به و یا عملگر  ابعاد عنوان حسگر  دلیل 

ت طبیعی أ کم  فرکانس  مقادیر  در  ناچیزی  بسیار  ثیر 

می آن،  سیستم  ضخامت  افزایش  وجود  این  با  گذارد 

قابل افزایش  فرکانسباعث  میتوجه  اعمال  ها  با  شود. 

پایه  فرکانس طبیعی  عملگرها،  در  افزایش آن  و  ولتاژ 

شود که  نیز افزایش یافته و موجب سفتی سیستم می

آزاد   ارتعاشات  پاسخ  دامنه  کاهش  باعث  مورد  این 

 سیستم خواهد شد.  

تعمیم دیفرانسیلی  عددی مربعات  با وجود روش  یافته 

و از    بودهسازی بر معادلات سیستم  پیاده وصله نیز قابل

منظور اعمال این  قبولی نیز برخوردار است. بهدقت قابل

روش بایستی از توابع تعریف شده دلتای دیراک استفاده  

داده کم  تفاوت  میزان  دلایل  از  یکی  این  نمود.  در  ها 

می پژوهش  این  برای  قرار  روش  و  مورد  همین  تواند 

نگرفتن دقیق وصله در مختصات مورد نظر با توجه به  

های آتی در  توان در پژوهشها باشد که میتوزیع گره

شود  جهت بهبود آن تلاش کرد. همچنین پیشنهاد می

مواردی از قبیل سرعت چرخش متغیر، سطح مقطع با 

برای    FGMاز مواد  ضخامت متغیر یا ایرفویل، استفاده  

برای وصله پیزوالکتریک درنظر گرفته    MFC  28ورق و  

 شود.

 . پيوست 7

صورت روابط  به است  N2 N× 2و هر درایه از آنها  N6×2 N6 2های کل بعد از اعمال روش عددی که ابعاد آنها ماتریس

 صورت قطری است. بههای جرم ذکر است که هر درایه از ماتریس بیان هستند. لازم بهزیر قابل

 ماتریس جرم اینرسی:

 

 

 

(62 )  𝑀inertia =

[
 
 
 
 
 𝑀𝑈𝑈

in

0
0

𝑀𝑈𝐵𝑥
in

0
0

0
𝑀𝑉𝑉
in

0
0

𝑀𝑉𝐵𝑦
in

0

0
0

𝑀𝑊𝑊
in

0
0
0

𝑀𝑈𝐵𝑥
in

0
0

𝑀𝐵𝑥𝐵𝑥
in

0
0

0
𝑀𝑉𝐵𝑦
in

0
0

𝑀𝐵𝑦𝐵𝑦
in

0

0
0
0
0
0

1𝑒 − 20]
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

 

 مرکز: از ماتریس جرم گریز 

 

 

 

 

 

 کوریولیس:   ماتریس

 

(63 ) 

𝑀𝑈𝑈
in = 𝑀𝑉𝑉

in = 𝑀𝑊𝑊
in = −(𝐼0

plate
+ 𝐼0

piezo
𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗))  

𝑀𝑈𝐵𝑥
in = 𝑀𝑉𝐵𝑦

in = −𝐼1
piezo

𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) 

𝑀𝐵𝑥𝐵𝑥
in = 𝑀𝐵𝑦𝐵𝑦

in = −(𝐼2
plate

+ 𝐼2
piezo

𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)) 

(64 )  𝑀centrifugal =

[
 
 
 
 
 𝑀𝑈𝑈

cent

0
0

𝑀𝑈𝐵𝑥
cent

0
0

0
𝑀𝑉𝑉
cent

0
0

𝑀𝑉𝐵𝑦
cent

0

0
0
0
0
0
0

𝑀𝑈𝐵𝑥
cent

0
0

𝑀𝐵𝑥𝐵𝑥
cent

0
0

0
𝑀𝑉𝐵𝑦
cent

0
0

𝑀𝐵𝑦𝐵𝑦
cent

0

0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 

   

(65 )  

𝑀𝑈𝑈
cent = 𝛺2(1 + 𝑅 + 𝑥𝑖) (𝐼0

plate
+ 𝐼0

piezo
𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)) 

𝑀𝑈𝐵𝑥
cent = 𝑀𝑉𝐵𝑦

cent = 𝐼1
piezo

 𝛺2 𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) 

𝑀𝑉𝑉
cent = 𝛺2(1 + 𝑦𝑗) (𝐼0

plate
+ 𝐼0

piezo
𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)) 

𝑀𝐵𝑥𝐵𝑥
cent = 𝑀𝐵𝑦𝐵𝑦

cent = 𝛺2 (𝐼2
plate

+ 𝐼2
piezo

𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)) 

(66 )  𝑀coriolis =

[
 
 
 
 
 

0
−𝑀𝑈𝑉

cor

0
0

−𝑀𝑈𝐵𝑦
cor

0

𝑀𝑈𝑉
cor

0
0

−𝑀𝑉𝐵𝑥
cor

0
0

0
0
0
0
0
0

0
𝑀𝑉𝐵𝑥
cor

0
0

−𝑀𝐵𝑥𝐵𝑦
cor

0

𝑀𝑈𝐵𝑦
cor

0
0

𝑀𝐵𝑥𝐵𝑦
cor

0
0

0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 

   

(67 )  

𝑀𝑈𝑉
cor = −2𝛺 (𝐼0

plate
+ 𝐼0

piezo
𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)) 

𝑀𝑈𝐵𝑦
cor = −2𝐼1

piezo
 𝛺 𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) 

𝑀𝑉𝐵𝑥
cor = 2 𝛺 𝐼1

piezo
𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) 
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

 

 

 ماتریس سفتی : 

 

های  و ... نوشته شده تا مکان ستون   𝑈𝑘𝑗های ماتریس سفتی با درنظر گرفتن ضرایب  در این جا درایهذکر است که  لازم به

ها عبارات داخل کروشه هستند و روابط زیر برای شرایط الکتریکی  ماتریس ضرایب مشخص شود. مقادیر درون ماتریس

 بسته نوشته شده است. مدار 

𝑀𝐵𝑥𝐵𝑦
cor = −2𝛺 (𝐼2

plate
+ 𝐼2

piezo
𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)) 

(68)                    

 

𝐾global =

[
 
 
 
 
 𝑈𝑈
𝑈𝑉
0
𝑈𝐵𝑥
𝑈𝐵𝑦
0

𝑈𝑉
𝑉𝑉
0
𝑉𝐵𝑥
𝑉𝐵𝑦
0

0
0

𝑊𝑊
𝑊𝐵𝑥
𝑊𝐵𝑦
𝑊Φ

𝑈𝐵𝑥
𝑉𝐵𝑥
𝑊𝐵𝑥
𝐵𝑥𝐵𝑥
𝐵𝑥𝐵𝑦
𝐵𝑥Φ

𝑈𝐵𝑦
𝑉𝐵𝑦
𝑊𝐵𝑦
𝐵𝑥𝐵𝑦
𝐵𝑦𝐵𝑦
𝐵𝑦Φ

𝑈Φ~0
𝑉Φ~0
𝑊Φ
𝐵𝑥Φ
𝐵𝑦Φ
ΦΦ ]

 
 
 
 
 

   

(69 ) 

𝑈𝑈𝑖𝑗 = [(𝐴11
plate

+ 𝐴11
piezo

𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗))∑𝐻𝑥𝑖𝑘
(2)

𝑁

𝑘=1

+ 𝐴11
piezo 𝜕𝛤

𝜕𝑥
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑥𝑖𝑘

(1)

𝑁

𝑘=1

] 𝑈𝑘𝑗

+ [(𝐴33
plate

+ 𝐴33
piezo

𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗))∑𝐻𝑦𝑗𝑙
(2)

𝑁

𝑙=1

+ 𝐴33
piezo 𝜕Γ

𝜕𝑦
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑦𝑗𝑙

(1)

𝑁

𝑙=1

] 𝑈𝑖𝑙 

(70 ) 

𝑈𝑉𝑖𝑗 = [(𝐴12
plate

+ 𝐴33
plate

+ (𝐴12
piezo

+ 𝐴33
piezo

)𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗))∑𝐻𝑥𝑖𝑘
(1)

𝑁

𝑘=1

∑𝐻𝑦𝑗𝑙
(1)

𝑁

𝑙=1

] 𝑉𝑘𝑙

+ [𝐴33
piezo 𝜕𝛤

𝜕𝑦
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑥𝑖𝑘

(1)

𝑁

𝑘=1

]𝑉𝑘𝑗 + [𝐴12
piezo 𝜕𝛤

𝜕𝑥
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑦𝑗𝑙

(1)

𝑁

𝑙=1

] 𝑉𝑖𝑙 

(71 ) 

𝑈𝐵𝑥𝑖𝑗 = [𝐵11
piezo (𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑥𝑖𝑘

(2)

𝑁

𝑘=1

+
𝜕𝛤

𝜕𝑥
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑥𝑖𝑘

(1)

𝑁

𝑘=1

)]𝐵𝑥𝑘𝑗

+ [𝐵33
piezo

(𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑦𝑗𝑙
(2)

𝑁

𝑙=1

+
𝜕𝛤

𝜕𝑦
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑦𝑗𝑙

(1)

𝑁

𝑙=1

] 𝐵𝑥𝑖𝑙 

(72 ) 

𝑈𝐵𝑦𝑖𝑗 = [((𝐵12
piezo

+𝐵33
piezo)𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗))∑𝐻𝑥𝑖𝑘

(1)

𝑁

𝑘=1

∑𝐻𝑦𝑗𝑙
(1)

𝑁

𝑙=1

] 𝐵𝑥𝑘𝑙

+ [𝐵33
piezo 𝜕𝛤

𝜕𝑦
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑥𝑖𝑘

(1)

𝑁

𝑘=1

] 𝐵𝑥𝑘𝑗 + [𝐵12
piezo 𝜕𝛤

𝜕𝑥
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑦𝑗𝑙

(1)

𝑁

𝑙=1

]𝐵𝑥𝑖𝑙 
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(73 ) 𝑈Φ𝑖𝑗 = [𝑒̅31𝜇1𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑥𝑖𝑘
(1)

𝑁

𝑘=1

]Φ𝑘𝑗 + [𝑒̅31𝜇1
𝜕𝛤

𝜕𝑥
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)]Φ𝑖𝑗 

(74 ) 

𝑉𝑉𝑖𝑗 = [(𝐴22
plate

+ 𝐴22
piezo

𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗))∑𝐻𝑦𝑗𝑙
(2)

𝑁

𝑙=1

+ 𝐴22
piezo 𝜕𝛤

𝜕𝑦
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑦𝑗𝑙

(1)

𝑁

𝑙=1

] 𝑉𝑖𝑙

+ [(𝐴33
plate

+ 𝐴33
piezo

𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗))∑𝐻𝑥𝑖𝑘
(2)

𝑁

𝑘=1

+ 𝐴33
piezo 𝜕Γ

𝜕𝑥
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑥𝑖𝑘

(1)

𝑁

𝑘=1

] 𝑉𝑘𝑗  

(75 ) 

𝑉𝐵𝑥𝑖𝑗 = [((𝐵12
piezo

+𝐵33
piezo

)𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗))∑𝐻𝑥𝑖𝑘
(1)

𝑁

𝑘=1

∑𝐻𝑦𝑗𝑙
(1)

𝑁

𝑙=1

]𝐵𝑥𝑘𝑙

+ [𝐵12
piezo 𝜕𝛤

𝜕𝑦
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑥𝑖𝑘

(1)

𝑁

𝑘=1

] 𝐵𝑥𝑘𝑗 + [𝐵33
piezo 𝜕𝛤

𝜕𝑥
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑦𝑗𝑙

(1)

𝑁

𝑙=1

]𝐵𝑥𝑖𝑙 

(76 ) 

𝑉𝐵𝑦𝑖𝑗 = [𝐵33
piezo (𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑥𝑖𝑘

(2)

𝑁

𝑘=1

+
𝜕𝛤

𝜕𝑥
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑥𝑖𝑘

(1)

𝑁

𝑘=1

)]𝐵𝑦𝑘𝑗

+ [𝐵22
piezo

(𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑦𝑗𝑙
(2)

𝑁

𝑙=1

+
𝜕𝛤

𝜕𝑦
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑦𝑗𝑙

(1)

𝑁

𝑙=1

] 𝐵𝑦𝑖𝑙 

(77 ) 𝑉Φ𝑖𝑗 = [𝑒̅32𝜇1𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑦𝑗𝑙
(1)

𝑁

𝑙=1

]Φ𝑖𝑙 + [𝑒̅32𝜇1
𝜕𝛤

𝜕𝑦
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)]Φ𝑖𝑗  

(78 ) 𝑊𝐵𝑥𝑖𝑗 = [(𝐴44
plate

+ 𝐴44
piezo

𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗))∑𝐻𝑥𝑖𝑘
(1)

𝑁

𝑘=1

] 𝐵𝑥𝑘𝑗 + [𝐴44
piezo 𝜕𝛤

𝜕𝑥
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)]𝐵𝑥𝑖𝑗  

(79 ) 𝑊𝐵𝑦𝑖𝑗 = [(𝐴55
plate

+ 𝐴55
piezo

𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗))∑𝐻𝑦𝑗𝑙
(1)

𝑁

𝑙=1

] 𝐵𝑦𝑖𝑙 + [𝐴55
piezo 𝜕𝛤

𝜕𝑦
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)] 𝐵𝑦𝑖𝑗 

(80 ) 

𝑊𝑊𝑖𝑗 = [(𝐴44
plate

+ 𝐴44
piezo

𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) + 𝑁𝑥
′
𝑖
sys)∑𝐻𝑥𝑖𝑘

(2)

𝑁

𝑘=1

+
𝑑

𝑑𝑥
(𝑁𝑥

′
𝑖
sys
)∑𝐻𝑥𝑖𝑘

(1)

𝑁

𝑘=1

+ 𝐴44
piezo 𝜕𝛤

𝜕𝑥
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑥𝑖𝑘

(1)

𝑁

𝑘=1

]𝑊𝑘𝑗

+ [(𝐴55
plate

+ 𝐴55
piezo

𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) + 𝑁𝑦
′
𝑗

sys)∑𝐻𝑦𝑗𝑙
(2)

𝑁

𝑙=1

+
𝑑

𝑑𝑦
(𝑁𝑦

′
𝑗

sys
)∑𝐻𝑦𝑗𝑙

(1)

𝑁

𝑙=1

+ 𝐴55
piezo 𝜕𝛤

𝜕𝑦
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑦𝑗𝑙

(1)

𝑁

𝑙=1

]𝑊𝑖𝑙 
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(81 ) 

𝑊Φ𝑖𝑗 = [𝑒24 𝜇2 (𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑥𝑖𝑘
(2)

𝑁

𝑘=1

+ 2
𝜕𝛤

𝜕𝑥
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑥𝑖𝑘

(1)

𝑁

𝑘=1

)]Φ𝑘𝑗

+ [𝑒15𝜇2 (𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑦𝑗𝑙
(2)

𝑁

𝑙=1

+ 2
𝜕𝛤

𝜕𝑦
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑦𝑗𝑙

(1)

𝑁

𝑙=1

)]Φ𝑖𝑙 

(82 ) 

𝐵𝑥𝐵𝑥𝑖𝑗 = [(𝐷11
plate

+𝐷11
piezo

𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗))∑𝐻𝑥𝑖𝑘
(2)

𝑁

𝑘=1

+𝐷11
piezo 𝜕𝛤

𝜕𝑥
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑥𝑖𝑘

(1)

𝑁

𝑘=1

] 𝐵𝑥𝑘𝑗

+ [(𝐷33
plate

+𝐷33
piezo

𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗))∑𝐻𝑦𝑗𝑙
(2)

𝑁

𝑙=1

+𝐷33
piezo 𝜕𝛤

𝜕𝑦
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑦𝑗𝑙

(1)

𝑁

𝑙=1

] 𝐵𝑥𝑖𝑙 − [𝐴44
plate

+ 𝐴44
piezo

𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)]𝐵𝑥𝑖𝑗  

(83 ) 

𝐵𝑥𝐵𝑦𝑖𝑗 = [(𝐷12
plate

+ 𝐷33
plate

+ (𝐷12
piezo

+ 𝐷33
piezo)𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗))∑𝐻𝑥𝑖𝑘

(1)

𝑁

𝑘=1

∑𝐻𝑦𝑗𝑙
(1)

𝑁

𝑙=1

] 𝐵𝑦𝑘𝑙

+ [𝐷33
piezo 𝜕𝛤

𝜕𝑦
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑥𝑖𝑘

(1)

𝑁

𝑘=1

] 𝐵𝑦𝑘𝑗 + [𝐷12
piezo 𝜕𝛤

𝜕𝑥
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑦𝑗𝑙

(1)

𝑁

𝑙=1

]𝐵𝑦𝑖𝑙 

(84 ) 𝐵𝑥Φ𝑖𝑗 = [(𝑒̅31𝜇3 − 𝑒24𝜇2)𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑥𝑖𝑘
(1)

𝑁

𝑘=1

]Φ𝑘𝑗 + [(𝑒̅31𝜇3 − 𝑒24𝜇2)
𝜕𝛤

𝜕𝑥
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)]Φ𝑖𝑗  

(85 ) 

𝐵𝑦𝐵𝑦𝑖𝑗 = [(𝐷22
plate

+𝐷22
piezo

𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗))∑𝐻𝑦𝑗𝑙
(2)

𝑁

𝑙=1

+𝐷22
piezo 𝜕𝛤

𝜕𝑦
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑦𝑗𝑙

(1)

𝑁

𝑙=1

]𝐵𝑦𝑖𝑙

+ [(𝐷33
plate

+𝐷33
piezo

𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗))∑𝐻𝑥𝑖𝑘
(2)

𝑁

𝑘=1

+𝐷33
piezo 𝜕𝛤

𝜕𝑥
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑥𝑖𝑘

(1)

𝑁

𝑘=1

] 𝐵𝑦𝑘𝑗 − [𝐴55
plate

+ 𝐴55
piezo

𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)]𝐵𝑦𝑖𝑗 

(86 ) 𝐵𝑦Φ𝑖𝑗 = [(𝑒̅32𝜇3 − 𝑒15𝜇2)𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑦𝑗𝑙
(1)

𝑁

𝑙=1

]Φ𝑖𝑙 + [(𝑒̅32𝜇3 − 𝑒15𝜇2)
𝜕𝛤

𝜕𝑦
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)]Φ𝑖𝑗 

(87 ) 

ΦΦ𝑖𝑗 = [−𝜖11𝜇2 (𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑥𝑖𝑘
(2)

𝑁

𝑘=1

+ 2
𝜕𝛤

𝜕𝑥
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑥𝑖𝑘

(1)

𝑁

𝑘=1

)]Φ𝑘𝑗

− [𝜖22𝜇2 (𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑦𝑗𝑙
(2)

𝑁

𝑙=1

+ 2
𝜕𝛤

𝜕𝑦
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)∑𝐻𝑦𝑗𝑙

(1)

𝑁

𝑙=1

)]Φ𝑖𝑙

− [𝜖3̅3𝜇4𝛤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)]Φ𝑖𝑗 
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 نوشتپی

 
1. Firs Order Shear Deformation Theory 
2. Coriolis 
3. Centrifugal 
4. Hamilton’s Principle 

5.  Maxwell equation 
6. Open circuit 
7. Close circuit 
8. Generalized Differential Quadrature Method 
9. Hub radius 
10. Aspect ratio 
11. Solar sails 
12. Resonance  

13. Flutter 
14. Bending stiffness 
15. Airfoil  

16. Rayleigh Ritz Method   
17. Functionally Graded Material 
18. Generalized Kantorovich  
19. Carbon Fiber Reinforced Polymer 

20. Vibrator 

21. Pasternak Foundation 

22 . Eringen’s non-local elasticity piezo-magnetism 

23 . Navier analytical method 
24. Piezoelectric Micromachined Modal Gyroscope 

25. Fibers    

26. Flexoelectric    

27. Chebyshev-Gauss-Lobatto   

28. Micro Fiber Carbon 


