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 پژوهشی  یلمع مقاله

 

 چرخان با دو تیر طره و پیزوالکتریک صلب برداشت انرژی از سیستم دیسک 
 *اسماعیل شیرازی

 دانشجوی دکتری 

 دانشکده مهندسی مکانیک 

 دانشگاه صنعتی خواجه نصیرالدین طوسی 

 علی اصغر جعفری

 استاد

 دانشکده مهندسی مکانیک آزمایشگاه پژوهشی آکوستیک و ارتعاشات  

 دانشگاه صنعتی خواجه نصیرالدین طوسی 

esmaeil_shirazi@email.kntu.ac.ir ajafari@kntu.ac.ir 

 

 01/04/1400تاریخ دریافت: 
 

 12/05/1400تاریخ پذیرش: 
 

 چکيده 

پیزوالکتریک به یک دیسک  های در این پژوهش یک سیستم برداشت انرژی که در آن دو تیر طره کوپل شده با لایه

الکترومکانیکال لاگرانژ   از روابط  با استفاده  ابتدا معادلات سیستم  صلب چرخان متصل هستند معرفی شده است. 

نوشته و سپس به روش حل دقیق و تقریب رزونانسِ حل دقیق، حل شده است. همچنین سیستم برداشت انرژی به  

ای بر ولتاژ، مقاومت الکتریکی و توان بهینه بررسی و مشاهده  سازی گردیده است. اثر سرعت زاویهافزار شبیهکمک نرم

یابد ولی توان بهینه ابتدا ای، ولتاژ و مقاومت بهینه ابتدا کاهش و سپس افزایش میشد که با افزایش سرعت زاویه

رادیان بر ثانیه    44یابد. کمینه ولتاژ و مقاومت بهینه و بیشینه توان بهینه در سرعت  افزایش و سپس کاهش می

به آید.  دست میبه این سیستم  در  داد که  نشان  حداکثر مطلق  منظورنتایج  توان  به مقاومت    094/0  تولید  وات 

اهم نیاز است. همچنین تغییرات توان بر حسب تغییرات ولتاژ و مقاومت الکتریکی بررسی شده    1115الکتریکی  

و   معادلات  حل  از  حاصل  نتایج  میان  بالایی  مطابقت  که  داد  نشان  استفاده شده  روش  سه  نتایج  مقایسه  است. 

 های حل دقیق بوده و خطای ناچیزی دارد.تر از پاسخهای تقریب رزونانس سادهسازی وجود دارد و پاسخشبیه

 برداشت انرژی، پیزوالکتریک، تیر چرخانواژگان کليدي:  

 . مقدمه1

ی انرژی، انرژی موجود در محیط را دریافت  هاکنندهبرداشت

تبدیل   الکتریکی  انرژی  به  و  عملکرد  کنندیمکرده   .

سیستمهاستمی س و  انرژی  برداشت  از  ی  انرژی  تولید  های 

ی انرژی،  هاکنندهدر برداشتمنابع تجدیدپذیر یکسان است. 

میلی یا  میکرو  مقیاس  در  حاصل  الکتریکی  بوده  توان  وات 

سیستمایناز در  شده  تولید  الکتریکی  انرژی  کاربرد  های  رو 

قبیل   از  کم  بسیار  توان  با  وسایلی  در  فقط  انرژی  برداشت 

سیم و مخابراتی است. در دو دهه  های بیگرها، سیستمحس

برداشت انرژی مورد توجه زیادی قرار گرفته  های  اخیر سیستم

[. یکی  1ها بوده است ]و موجب عدم پیشرفت فناوری باتری

برداشت مهم  محاسن  اتصال کنندهاز  نیاز  عدم  انرژی  های 

توان از این  عنوان مثال میژی است که بهگر به منبع انرحس

انرژی مورد  کنندهبرداشت و  استفاده کرد  ها در چرخ خودرو 
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که فشار باد تایر را در هر لحظه برای راننده  گر  نیاز یک حس

تواند فشار  کند تأمین کرد. با این فناوری راننده میارسال می

باد تایرهای خودرو را مشاهده کرده و در صورت لزوم با تنظیم  

تولید   کاهش  و  سوخت  مصرف  کاهش  باعث  آنها 

در زمینه پایش   [.2های دیگر شود ]اکسیدکربن و آلایندهدی

توانند با استفاده از این فناوری  ها متخصصان میو تعمیر سازه

در هر لحظه سازه را بررسی کرده و در صورت بروز هرگونه  

[ دهند  انجام  را  پیشگیرانه  اقدامات  آن  در  یکی   [.2مشکل 

ی پیزوالکتریک در مهندسی پزشکی است  کاربردهادیگر از  

ساز  رژی الکتریکی ضربانمنظور تأمین انکه در بدن انسان به

شود که در این صورت دیگر نیازی به باتری  قلب استفاده می

 [. 2قلب و تعویض آن نیست ]

تیر یکسر گیرداری را که    2009[ در سال  3]  1اینمن و ارترک 

پایه آن چرخش هارمونیک اندکی در راستای عرضی داشت  

و به ابتدای آن جرم متمرکزی متصل بود، مورد مطالعه قرار  

برنولی فرض کرده و نشان دادند   -تیر را، تیر اویلر  آنهادادند.  

آمده از حل تحلیلی، نتایج خوبی    دستبهکه شکل مود اول  

تیر یکسر     2013[ در سال  4]  2و همکاران   یان   شود.کسب می

ربا نصب شده بود گیردار ثابتی را که در ابتدای آن یک آهن

چرخید، مورد مطالعه قرار دادند.  ربا میو در زیر آن یک آهن

طور عملی  ی مختلف  بههامکانبا نصب پیزوالکتریک در    آنها

در   پیزوالکتریک  قرارگیری  مکان  بهترین  که  دادند  نشان 

ت. از طرف دیگر در این مکان شعاع انحنا تیر  اسانتهای تیر 

مطابقت   تئوری  نتایج  با  موضوع  این  و  بوده  مقدار  کمترین 

رباها در جهت  که آهندارد. همچنین آنها نشان دادند درحالتی

روی  طولی قرار گیرند در حین چرخش، زمان بیشتری روبه

  پیلاچ یابد. هم بوده که در نتیجه توان تولید شده افزایش می

ی را بررسی  رداری گ تیر یکسر    2013[ در سال  5]  3و همکاران 

ابتدای آن و آهنکردند که یک آهن ربای دیگری با  ربا در 

فاصله از آن در یک قاب نصب شده بود و کل سیستم حول  

برای سادگی   آنهاچرخید. محوری به موازات سطح زمین می

به را  تیر  جرمآزمایش،  سیستم  یک    - فنر  -صورت 

و  مستهلک فاصله  اثر  و  کرده  مدل  ی  ریگجهتکننده 

لایو   رباها را بر ولتاژ الکتریکی تولید شده بررسی کردند.آهن

گیردار چرخانی را که    کسرتیر ی  2015در سال    [6]  4و گوآن 

دوران،   محور  و  بود  شده  نصب  پیزوالکتریک  آن  روی  بر 

 موازی سطح زمین بود مورد مطالعه قرار دادند.  

دورانی    آنها سرعت  در  توانستند  آزمایش  انجام    7-5/13با 

میکرو وات را تولید کنند. این مقدار   5/83- 825هرتز، توان 

 ها کافی بود.  سیمتوان تولید شده برای استفاده در بی

سیستم برداشت انرژی    2015[ در سال  7]  5و همکاران   فان

غلتکی را پیشنهاد دادند که دارای سه بخش اصلی تیر    -تیر

این    همراه با پیزوالکتریک، غلتک و قاب بود. در  ردار یگ  کسر ی

یند ارتعاش تیر پیزوالکتریک  سیستم، انرژی از طریق دو فرا 

به نوسانی  تحریک  میو  برداشت  غلتک  با  وسیله  آنها  شد. 

فر موفق شدند طی دو  ترتیب  ا انجام آزمایش  به  یند مذکور 

نتایج    23و    6/10ولتاژهای   البته  کنند،  تولید  را  ولت 

ترتیب  سازهی شب  به  را  تولیدی  ولتاژهای  ولت    25و    13ی، 

داد. آنها علت اختلاف ولتاژهای مذکور را دو دلیل  نشان می

کننده در حین  ضریب مستهلک راتیی تغ[. اولاً 8کردند ]بیان 

ی منظور نشده بود. دوماً  سازهی شبدر    تغییر فرکانس ارتعاشی،

هرتز ممکن بود باعث    2/0ی  هاگامافزایش فرکانس در قالب  

[ 9]  6و همکاران   ماچادوایج آزمایش شود.  نت کاهش دقت در  

  ردار ی گ ر  کسبا بررسی یک تیر پیزوالکتریک ی   2015در سال  

و دوم   اول  برای مودهای  را  توان خروجی  و  ولتاژ  توانستند 

رابطه  و  کنند  مقاومت  محاسبه  مقدار  محاسبه  برای  ای 

آورند.    دستبهمنظور افزایش توان تولیدی  الکتریکی بهینه به

فو  و  سال    [10]  7یتمن  انرژی     ستمی س 2017در  برداشت 

چرخانی را مورد مطالعه قرار دادند که در آن با استفاده از یک  

ربای متصل به سر تیر، به تیر  ربای چرخان و یک آهنآهن

و   پارامترها  تغییر  با  و  کردند  وارد  هارمونیک  نیروی 

را افزایش دادندبندبی ترک و   خوو .ی سیستم، توان تولیدی 

اثرات دینامیکی یک سیستم    2017در سال   [ 11]  8همکاران 

تیر یکسر  برداشت بر روی دو  را  انرژی  کوپل    ردار ی گ کننده 
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دوم که    ردار ی گ  کسر شده بررسی کردند. در آزمایش آنها، تیر ی

جایی بر  هبر روی آن پیزوالکتریک تعبیه شده بود، قابلیت جاب

کردن تیر   جاهبا جاب آنهاروی تیر یکسر گیردار اول را داشت. 

  دادند که حداکثر ولتاژ تولیدی در دوم بر روی تیر اول نشان  

ی از تیر اول قرار گیرد که  ا نقطهحالتی است که تیر دوم در  

بیشترین شتاب را   جایی یا هتیر اول در آن نقطه بیشترین جاب 

که اگر پیزوالکتریک بر روی تیر اول قرار  حالیداشته باشد. در

داشت، در نقاط مذکور حداقل ولتاژ، تولید شده و در حالتی  

ای قرار گیرد  شود که پیزوالکتریک در نقطه ولتاژ حداکثر می

شترین تنش یا کرنش را داشته باشد. به کمک نتایج  که بی 

های برداشت انرژی قادر است به  دست آمده، طراح سیستمبه

برای نصب  بهترین مکان  دینامیکی سیستم،  تحلیل  کمک 

  2018سال    در  [12]یتمن و فو  پیزوالکتریک را محاسبه کند.  

آهن یک  افزودن  خود،  با  قبلی  طرح  به  دیگر  ثابت  ربای 

بخشیدند.  نتایج بهبود  را  ارتعاشی   آنهاشان  مودهای  شکل 

ی کردند و نهایتا نتایج تئوری خود را با نتایج  بررسمختلف را 

[ در سال  13]  9و همکاران رامیرز  آزمایشگاهی مطابقت دادند.  

شکل    Eسیستم برداشت انرژی چرخانی شامل دو تیر    2019

های کمتر از سه هرتز موفق شدند را ساختند و در فرکانس

حس  برای  لازم  سیستمتوان  تولید  گرهای  را  چرخان  های 

 کنند. 

در این پژوهش یک سیستم برداشت انرژی چرخان همراه با  

شود. در استخراج معادلات سیستم،  مدار الکتریکی معرفی می

با  و  شده  منظور  کرنش  نرخ  میرایی  و  هوا  استهلاک  اثر 

استفاده از حل دقیق، رفتار سیستم )تغییرات توان بر حسب  

شود.  تغییرات ولتاژ که دارای پدیده پرش است( بررسی می

زاویه سرعت  وقتی  حدی  حالت  فرکانس  در  سمت  به  ای 

میل می اول  مقاومت  طبیعی  و  توان  به  مربوط  روابط  کند؛ 

آید. با توجه به  دست میطور کامل بهبهینه برای اولین بار به

پیچیده دقیق  حل  نتایج  تقریب    اینکه  روش  بنابراین  است 

تر و با شود تا نتایج سادهکار برده میحل دقیق به  رزونانس

برای صحت بیان شود. همچنین  بالا  معادلات    سنجیدقت 

و   مکانیکی  بخش  دو  هر  نتایج،  مقایسه  و  شده  نوشته 

نرم در  بار  اولین  برای  سیستم   10انسیس افزار  الکتریکی 

ای،  ای که با اعمال سرعت زاویهگونهشود بهسازی میشبیه

نرم ولتاژ  خروجی  از  است  11RMSافزار  منظور  بدین   .

شود که خواص مواد پیزوالکتریک و  هایی استفاده میالمان

 ای را داشته باشند.قابلیت اعمال سرعت زاویه 

 . مدل ریاضی2

شود.  در این بخش ابتدا معادلات مربوط به سیستم نوشته می

حل دقیق،    دو روش حل دقیق و تقریب رزونانس  سپس به

نرمحل   در  سیستم  آن  از  پس  شد.    انسیس   افزار خواهد 

 شود. سازی شده و نتایج مربوطه استخراج میشبیه

 . استخراج معادلات سیستم 1-2

نشان داده    1سیستم برداشت انرژی مورد مطالعه، در شکل  

شده است. این سیستم شامل دو تیر طره است که به سر آزاد  

از تیرها جرمی تعبیه شده و دو تیر به وسیله فنری  هر کدام 

به یکدیگر متصل شده است. همچنین بر سطح بالا و پایین  

تیر فوقانی، پیزوالکتریک نصب شده است. سیستم با سرعت  

 کند.  ای ثابت حول محور دیسک صلب دوران میزاویه 

 
 .  سیستم برداشت انرژی چرخان 1شکل 

نشان داده شده است.    2مشخصات هندسی سیستم در شکل  

طبق روابط  انرژی جنبشی تیر شماره یک، تیر شماره دو و فنر  

فنر  محاسبه می  3تا    1 جنبشی  انرژی  برای محاسبه  شود. 

 شود.سرعت دورانی و سرعت خطی متوسط فنر منظور می
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 . مشخصات هندسی سیستم 2شکل 

(1) 

𝑇1 =
1

2
𝜌𝑠1𝐴𝑠1∫ 𝑤1̇

2
𝑙𝑠1

0

𝑑𝑥 +
1

2
𝜌𝑠1𝐴𝑠1∫ (𝑅1 +𝑤1)

2
𝑙𝑠1

0

𝛺2𝑑𝑥 + 𝜌𝑝𝐴𝑝∫ 𝑤1̇
2

𝑙𝑝1

0

𝑑𝑥

+ 𝜌𝑝𝐴𝑝∫ (𝑅1 + 𝑤1)
2

𝑙𝑝1

0

𝛺2𝑑𝑥 +
1

2
𝐼1 (𝑤1

′̇ |
𝑙𝑠1
)
2

+
1

2
𝑚1 ((𝑤1̇|𝑙𝑠1 + 𝑎1𝑤1

′̇ |
𝑙𝑠1
)
2

+ (𝑅1 + 𝑤1|𝑙𝑠1 + 𝑎1𝑤1
′|𝑙𝑠1)

2
𝛺2) 

 

(2) 
𝑇2 =

1

2
𝜌𝑠2𝐴𝑠2∫ 𝑤2̇

2
𝑙𝑠2

0

𝑑𝑥 +
1

2
𝜌𝑠2𝐴𝑠2∫ (𝑅2 + 𝑤2)

2
𝑙𝑠2

0

𝛺2𝑑𝑥 +
1

2
𝐼2 (𝑤2

′̇ |
𝑙𝑠2
)
2

+
1

2
𝑚2 ((𝑤2̇ |𝑙𝑠2 + 𝑎2𝑤2

′̇ |
𝑙𝑠2
)
2

+ (𝑅2 +𝑤2|𝑙𝑠2 + 𝑎2𝑤2
′ |𝑙𝑠2)

2
𝛺2) 

(3) 

𝑇𝑠 =
1

2
𝑚𝑠

(

 
 
(
𝑤1̇|𝑙𝑠1 + 𝑎1𝑤1

′̇ |
𝑙𝑠1
+ 𝑤2̇|𝑙𝑘

2
)

2

+

(

 
 

∫ 𝑠2Ω2𝑑𝑠
𝑅1+𝑤1|𝑙𝑠1+𝑎1𝑤1

′ |
𝑙𝑠1
−ℎ1

𝑅2+𝑤2|𝑙𝑠2+
ℎ𝑠2
2

(𝑅1 + 𝑤1|𝑙𝑠1 + 𝑎1𝑤1
′|𝑙𝑠1 − ℎ1 + 𝑅2 +𝑤2|𝑙𝑠2 +

ℎ𝑠2

2
)

)

 
 

2

)
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انرژی جنبشی تیر    𝑇1  ،𝑇2  ،𝑇𝑠،  3تا    1در روابط   به ترتیب 

. انرژی پتانسیل تیرها  استشماره یک، تیر شماره دو و فنر  

روابط   طبق  فنر  می  6تا    4و  محاسبه  محاسبه  برای  شود. 

بر انرژی پتانسیل کشسانی انرژی  انرژی پتانسیل فنر، علاوه

می منظور  نیز  فنر  گرانشی  روابط  پتانسیل  در  ،  6تا    4شود. 

𝑈1  ،𝑈2  ،𝑈𝑠    به ترتیب انرژی پتانسیل تیر شماره یک، تیر

به    2wو    11w  ،12w،  6تا    1. در روابط  استشماره دو و فنر  

ترتیب خیز تیر شماره یک در قسمت پیزوالکتریک، خیز تیر  

شماره یک در قسمت بدون پیزوالکتریک و خیز تیر شماره  

 دو است. 

(4) 

𝑈1 =
1

2
𝐸𝑠1𝐼𝑠1∫ 𝑤1

′′2
𝑙𝑠1

0

𝑑𝑥 + 𝜌𝑠1𝐴𝑠1𝑔∫ (𝑅1 + 𝑤1)
𝑙𝑠1

0

sin(Ω𝑡)𝑑𝑥

+
1

2
𝐸𝑝𝐼𝑝∫ 𝑤1

′′2
𝑙𝑝1

0

𝑑𝑥 + 2𝜌𝑝𝐴𝑝𝑔∫ (𝑅1 +𝑤1)
𝑙𝑝1

0

sin(Ω𝑡) 𝑑𝑥

−
1

2
𝑒𝑧𝑥𝑏𝑠1(ℎ𝑠1 + ℎ𝑃)𝑤1

′|𝑙𝑝 �̇�(𝑡) −
1

4
𝐶𝑃 (�̇�(𝑡))

2

+𝑚1𝑔(𝑅1 + 𝑤1|𝑙𝑠1 + 𝑎1𝑤1
′|𝑙𝑠1) sin(Ω𝑡) 

(5) 
𝑈2 =

1

2
𝐸𝑠2𝐼𝑠2∫ 𝑤2

′′2
𝑙𝑠2

0

𝑑𝑥 + 𝜌𝑠2𝐴𝑠2𝑔∫ (𝑅2 + 𝑤2)
𝑙𝑠2

0

𝑠𝑖𝑛(𝛺𝑡) 𝑑𝑥

+𝑚2𝑔(𝑅2 +𝑤2|𝑙𝑠2 + 𝑎2𝑤2
′ |𝑙𝑠2) 𝑠𝑖𝑛(𝛺𝑡) 

، 𝐸𝑝   ،𝐴𝑠1و    𝜌𝑠1  ،𝜌𝑠2  ،𝜌𝑝  ،𝐸𝑠1  ،𝐸𝑠2،  5تا    1در روابط   

𝐴𝑠2    و𝐴𝑝   ،به ترتیب چگالی حجمی تیر شماره یک و دو

چگالی حجمی پیزوالکتریک، مدول یانگ تیر شماره یک و  

  یک شماره    یرت  ع، سطح مقطدو و مدول یانگ پیزوالکتریک

پ  مقطع  و سطح  دو  همچنین    یزوالکتریک و  ، 𝐼1  ،𝐼2است. 

𝐼𝑠1  ،𝐼𝑠2    و𝐼𝑝    به ترتیب ممان اینرسی جرمی، جرم شماره

یک و دو، ممان اینرسی سطح تیر شماره یک و دو و ممان  

و    𝑒𝑧x  ،λ،   ،  4در رابطه    استاینرسی سطح پیزوالکتریک  

𝐶𝑃  الکترومکانیکی بیانگر ضریب کوپلینگ  ترتیب  ، شار  به 

. ظرفیت پیزوالکتریک  استو ظرفیت پیزوالکتریک    الکتریکی

شتاب    g،  6تا    1[. در روابط  13آید ]دست میبه  7طبق رابطه  

،  7جرم فنر است. در رابطه     𝑚𝑠،  6و    3گرانش و در رابطه  

𝜖𝑧𝑧
𝑠    پیزوالکتریک تحت کرنش صفر بیانگر ثابت گذردهی 

مشتق نسبت به    یبو دات در روابط به ترت   یمنماد پر .  است

x  طول نشان  یرهات  ی)محور  را  زمان  به  نسبت  مشتق  و   )

روابط  نماددهد.  یم در  که  دیگری  رفته  به  6تا    1های  کار 

است که در شکل   به هندسه سیستم  نشان    2است مربوط 

 داده شده است.

که    wبا استفاده از روش جداسازی متغیرها تابع دو متغیره  

در روابط قبلی مورد استفاده قرار گرفت )برای سادگی به جای  

w(x,t)  در روابط ازw  8استفاده شده است(، طبق رابطه  

 [. 14شود ]تبدیل می  T(t)و  Φ(𝑥)به دو تابع تک متغیره 

 

(6) 

𝑈𝑆 =
1

2
𝐾∫ 𝑠𝑑𝑠

𝑤1|𝑙𝑠1+𝑎1𝑤1
′ |
𝑙𝑠1
−𝑤2|𝑙𝑘2

0

+𝑚𝑠𝑔(
𝑅1 +𝑤12|𝑙𝑠1 + 𝑎1𝑤12

′ |𝑙𝑠1 − ℎ1 + 𝑅2 +𝑤2|𝑙𝑘2 +
ℎ𝑠2

2

2
)𝑠𝑖𝑛(𝛺𝑡) 
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(7) 𝐶𝑃 =
𝜖𝑧𝑧
𝑠 𝑏𝑠1𝑙𝑃
ℎ𝑃

 (8) 𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝛷(𝑥)𝑇(𝑡) 

 

متغیر    tمختص مکان در جهت طولی تیر و    x،  8در رابطه  

به ترتیب خیز تیر و شکل    Φ(𝑥)و    w(x,t)زمان است. تابع  

و  Φ1(𝑥)شامل دو تابع   Φ(𝑥)باشد. تابع مود اول تیر می

Φ2(𝑥)    شکل مود اول تیرهای شماره یک و دو( بوده که(

 [.14]شود  بیان می 10و  9صورت روابط به

 

 

 

(9) 

𝛷1(𝑥)

=

{
  
 

  
 

𝛷11(𝑥) = 𝐶1 𝑠𝑖𝑛(𝛽11𝑥)

𝐶2 𝑠𝑖𝑛(𝛽11𝑥) + 𝐶3 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛽11𝑥)

+𝐶4 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛽11𝑥)     0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙𝑝
𝛷12(𝑥) = 𝐶5 𝑠𝑖𝑛(𝛽12𝑥)

+𝐶6 𝑐𝑜𝑠(𝛽12𝑥) + 𝐶7 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛽12𝑥)

+𝐶8 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛽12𝑥)  𝑙𝑝 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙𝑠1

 

 

(10 ) 

𝛷2(𝑥) = 𝐶9 𝑠𝑖𝑛(𝛽2𝑥)

+ 𝐶10 𝑐𝑜𝑠(𝛽2𝑥)

+ 𝐶11 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛽2𝑥)

+ 𝐶12 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛽2𝑥)      0

≤ 𝑥 ≤ 𝑙𝑠2 

𝐶1   تا𝐶12   ضرایب ثابت مجهول هستند که پس از محاسبه

می  nωمقدار   تابع   Φ1(𝑥)تابع  آیند.  بدست  دو  شامل 

Φ11(𝑥)  ،Φ12(𝑥)    است که به ترتیب بیانگر شکل مود

تیر در قسمتی که پیزوالکتریک قرار دارد و شکل مود تیر در  

 𝛽2و    𝛽11  ،𝛽12ضرایب   قسمت بدون پیزوالکتریک است.

 [. 15شود ]بیان می 13تا   11به ترتیب مطابق روابط 

(11 ) 𝛽11 = √
(𝜌𝑝1𝐴𝑝1 + 𝜌𝑠1𝐴𝑠1)𝜔𝑛2

𝐸𝑝1𝐼𝑝1 + 𝐸𝑠1𝐼𝑠1

4

 

 

(12 ) 
𝛽12 = √(

𝜌𝑠1𝐴𝑠1𝜔𝑛2

𝐸𝑠1𝐼𝑠1
)

4

 

(13 ) 
𝛽2 = √

𝜌𝑠2𝐴𝑠2𝜔𝑛2

𝐸𝑠2𝐼𝑠2

4

 

فرکانس طبیعی اول سیستم است.    nω،  13تا    11روابط  در  

ماتریس    nωمقدار   دترمینان  دادن  قرار  صفر  مساوی  با 

به سیستم  پیوستگی  و  مرزی  شرایط  میضرایب  آید.  دست 

در   تیرها  برای  پیوستگی  شرط  چهار  و  مرزی  شرط  هشت 

 پیوست الف آورده شده است. 

تابع و معادلات الکترومکانیکی لاگرانژ بر پایه اصل همیلتون  

 ،16تا    14شود. در رابطه  بیان می  16تا    14صورت روابط  به

L  ،ncW  ،λ    وi(t)    نیروهای کار  لاگرانژین،  ترتیب  به 

و شدت جریان الکتریکی است. بنابر تعریف،  غیرپایستار، شار  

تغییرات شار الکتریکی در واحد زمان، ولتاژ الکتریکی را نشان  

 دهد.می

(14 ) L= 𝑇1 + 𝑇2 + 𝑇𝑠 −𝑈1 − 𝑈2 −𝑈𝑠  

(15 ) 𝜕

𝜕𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑇
=
𝛿𝑊𝑛𝑐
𝛿𝑇

 

(16 ) 𝜕

𝜕𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�
) −

𝜕𝐿

𝜕𝜆
= 𝑖(𝑡) 

  - میرایی نرخ کرنش با مدل کلوین در ادامه گشتاور ناشی از

[. کار گشتاور 17و 16آید ]دست میبه 17طبق رابطه  12توی

 شود. محاسبه می 18غیرپایستار طبق رابطه 

(17 ) 𝑀 = 𝑐𝑠𝐼
𝜕3𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑡
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(18 ) 

𝛿𝑊𝑛𝑐 = −∫ 𝑀𝛿𝜃𝑑𝑥
𝑙

0

= −∫ 𝑀𝛿 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)𝑑𝑥

𝑙

0

= −∫ 𝑐𝑠𝐼
𝜕3𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑡
𝛿 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) 𝑑𝑥

𝑙

0

= −∫ 𝑐𝑠𝐼𝜙
′′�̇�(𝛿𝜙′𝑇 + 𝜙′𝛿𝑇)𝑑𝑥

𝑙

0

 

استفاده    19برای محاسبه نیروی ناشی از اصطکاک هوا رابطه  

]می طبق  18شود  غیرپایستار  نیروی  کار  کلی  حالت  در   .]

 شود. محاسبه می 20رابطه 

(19 ) 𝐹 = 𝑐𝑎
𝜕𝑤

𝜕𝑡
 

(20 ) 

𝛿𝑊𝑛𝑐 = −∫ 𝐹𝛿𝑤𝑑𝑥
𝑙

0

= −∫ 𝑐𝑎
𝜕𝑤

𝜕𝑡
𝛿𝑤𝑑𝑥

𝑙

0

= −∫ 𝑐𝑎𝜙�̇�
𝑙

0

(𝛿𝜙𝑇 + 𝜙𝛿𝑇)𝑑𝑥 

𝑐𝑠  ،𝑐𝑎    وI    ضریب تریب  ضریب  به  کرنش،  نرخ  میرایی 

رابطه بین شدت اصطکاک هوا و ممان اینرسی سطح است.  

 21جریان و شار الکتریکی و مقاومت الکتریکی طبق رابطه  

 [. 21و  20و 19شود. ]بیان می

(21 ) 𝑖(𝑡) = −
�̇�(𝑡)

𝑅
 

  16و    15در روابط    21و    20،  18،    14گذاری روابط  با جای

آید که همان معادلات  سیستم  دست میبه  23و    22معادلات  

الکتریکی است.    R،  23است. در رابطه   ضرایب در  مقاومت 

 شود. طبق روابط پیوست ب محاسبه می 23و  22معادلات 

(22 ) 
𝑚�̈�(𝑡) + 𝑐�̇�(𝑡) + 𝑘𝑇(𝑡) − 𝑝�̇�(𝑡)

= 𝑐1 + 𝑐2 sin(Ω𝑡) 

(23 ) 1

2
𝐶𝑃�̈�(𝑡) +

�̇�(𝑡)

𝑅
+ 𝑝�̇�(𝑡) = 0 

 . حل دقیق 2-2

صورت  جواب خصوصی معادله به  22با توجه به ساختار معادله  

هارمونیک و یک جواب ثابت درنظر گرفته    مجموع یک جواب

دیفرانسیل  می معادلات  برای  ها  جواب  23و    22شود. 

مشاهده    25آید. از رابطه  دست میبه  25و    24صورت روابط  به

، هیچ  22در معادله دیفرانسیل    𝑐1ای  شود که نیروی پلهمی

تأثیری در مقدار ولتاژ الکتریکی ندارد. هدف اصلی در موضوع  

انرژی، محاسبه توان الکتریکی خروجی است و بدین    برداشت

شود. منظور در ادامه توان الکتریکی محاسبه می

(24 ) 𝑇(𝑡) =
𝑐1
𝑘
−
𝑐2𝛼1 sin(Ω𝑡)

𝛼3
−
𝑐2Ω(Ω

2R2𝑐𝐶𝑃
2 + 4𝑅𝑝2 + 4𝑐) cos(Ω𝑡)

𝛼3
 

(25 ) 
𝑣(𝑡) =

2Ω2𝑅𝑐2𝑝(Ω
2𝑅𝐶𝑃𝑚− 𝑅𝑘𝐶𝑃 − 2𝑅𝑝

2 − 2𝑐) sin(Ω𝑡)

𝛼3

+
2𝑐2ΩR𝑝(Ω

2𝑅𝑐𝐶𝑃 + 2Ω
2𝑚 − 2𝑘) cos(Ω𝑡)

𝛼3
 

رابطه   از  الکتریکی  میبه  26توان  ]دست  این  [.  22آید  در 

 به ترتیب بیانگر ولتاژ و توان الکتریکی هستند.  Pو  vرابطه 

 

گیری از توان نسبت به مقاومت الکتریکی، مقاومت  با مشتق 

 [. 23آید ]دست میبه 27صورت رابطه بهینه به

(26 ) 𝑃 =
𝑣2

𝑅
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(27 ) 𝑅𝑜𝑝𝑡 =
2

Ω𝐶𝑃
√

(1 −
Ω2

𝜔𝑛
2)
2

+ (
Ω𝑐

𝑚𝜔𝑛
2)
2

(1 −
Ω2

𝜔𝑛
2)
2

+ (
Ω𝑐

𝑚𝜔𝑛
2)
2
+ (

2𝑝

𝑚𝐶𝑃𝜔𝑛
2)
2
−

4𝑝2Ω2

𝑚𝐶𝑃𝜔𝑛
4 +

4𝑝2

𝑚𝐶𝑃𝜔𝑛
2

 

توان  با جای الکتریکی،  توان  تابع  در  بهینه  مقاومت  گذاری 

طبق   میبه  28رابطه  بهینه  اگر  دست  حدی  حالت  در  آید. 

تحریک   نیروی  فرکانس  سرعت    (Ω)مقدار  همان  که 

سیستم  زاویه طبیعی  فرکانس  سمت  به  است  سیستم  ای 

(ωn)  29تر  میل کند مقاومت و توان بهینه به روابط ساده  

می  30و   نمادهای  تبدیل  پ   𝛼7تا    𝛼1شود.  پیوست  در 

 تعریف شده است.

(28 ) 𝑃𝑜𝑝𝑡 =
𝑝2𝑐2

2𝛺√𝛼4𝛼5

𝛼6 + 2𝛺𝑐𝑝2√𝛼4𝛼5
 

(29 ) 

𝑙𝑖𝑚
𝛺→𝜔𝑛

𝑅𝑜𝑝𝑡

=
2𝑐 (𝑐2

2 + (
2𝑝

𝐶𝑃𝜔𝑛
)
2

)
−
1

2

𝐶𝑃𝜔𝑛
 

 

(30 ) lim
Ω→𝜔𝑛

𝑃𝑜𝑝𝑡 =
𝑝2𝑐2

2Ω𝑚√−2𝐶𝑃
2𝑚2Ω4 + 2𝐶𝑃𝑚Ω4 + 𝑐2

2𝐶𝑃
2Ω2 + 4𝑚2𝑝4

4𝑐Ω𝑝4 + 2𝑝2√−2𝐶𝑃
2𝑚2Ω4 + 2𝐶𝑃𝑚2Ω4 + 𝑐2

2𝐶𝑃
2Ω2 + 4𝑚2𝑝4

 

 . تقریب رزونانس حل دقیق 3-2

می بررسی  دقیق  حل  رزونانس  تقریب  بخش  این  شود  در 

 32و    31صورت روابط  [. بدین منظور معادلات سیستم به24]

در پیوست ت    32و    31شود. ضرایب معادلات  بازنویسی می

 آورده شده است.

(31 ) 

�̈�(𝑡) + 2휀𝜇𝜔𝑛�̇�(𝑡) + 𝜔𝑛
2𝑇(𝑡)

− 𝜓휀𝑣(𝑡)

= 𝑑1 + 𝑑2 𝑠𝑖𝑛(𝛺𝑡) 

(32 ) �̇�(𝑡) + 𝛾𝑣(𝑡) + 𝜂�̇�(𝑡) = 0 

اگر فرکانس تحریک به فرکانس طبیعی سیستم نزدیک باشد 

Ω   رابطه  به طبق    Ω2شود همچنین  فرض می  33صورت 

رابطه  24آید ]دست میبه  34رابطه   1ε،  33[. در   σو    ≫

 تنظیم است. پارامتر 

(33 ) 𝛺 = 𝜔𝑛 + 휀𝜎 

(34 ) 𝛺2 = 𝜔𝑛
2 + 휀2𝜎2 + 2휀𝜎𝜔𝑛

≅ 𝜔𝑛
2 + 2휀𝜎𝜔𝑛 

معادلات   دستگاه  حل  از  و   32و    31پس  دقیق  روش  به 

در جواب معادلات، ولتاژ و توان    34و    33جایگذاری روابط  

 [.24آید ]دست میبه 36و  35صورت روابط به

(35 ) 𝑣 =
𝑑2
휀

𝜂

√𝛼7
 

(36 ) 𝑃 =
𝑑2
2𝜂2

휀2𝛼7𝑅
 

 

 انسیس سازی سیستم در نرم افزار . شبیه3

های پیزوالکتریک، مقاومت  سازی دو تیر طره، لایهبرای شبیه

های  به ترتیب از المان   انسیسافزار  الکتریکی و دیود در نرم

SOLID 186  ،SOLID 226  ،CIRCU 124    و

CIRCU 125  می جدول  استفاده  مشخصات    1شود. 

 25و    17دهد ]سازی را نشان میفیزیکی و هندسی این شبیه
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سازی هندسه  [. شبیه17] است  2014/0برابر   ac [. مقدار26و  

الف نشان داده شده است. مدار  -3و فیزیک سیستم در شکل  

سیستم اکثر  مدار  الکتریکی  قالب  در  انرژی  برداشت  های 

به که  است  دیود  پل  آزمایشالکتریکی  در  معمول  ها  طور 

[. در این پژوهش مدار مذکور در  27و    24شود ]استفاده می

سازی شد که این مدار شامل چهار دیود  مدلانسیس  نرم افزار  

است مقاومت  در    و یک  .  شودمشاهده می  ب-3شکل  که 

شود ولتاژ متناوب را  مجموعه دیودها که پل دیود نامیده می

تبدیل   انرژی  ذخیره  منبع  در  ذخیره  قابل  مستقیم  ولتاژ  به 

.  است  RMSژ  خروجی از نرم افزار، ولتا  کند. ولتاژ مستقیم می

شبیه نتایج  بر  انرژی  ذخیره  منبع  اینکه  به  توجه  سازی  با 

 سازی حذف شده است.ثیری ندارد، در مدلأت

 . مشخصات فیزیکی و هندسی سیستم برداشت انرژی 1جدول 

 جرم شماره دو  جرم شماره یک  پیزوالکتریک  شماره دوتیر  تیر شماره یک 

06/0  m 𝑙𝑠1 09/0  m 𝑙𝑠2 03/0  m 𝑙𝑝 015/0  m 𝑎1 015/0  m 𝑎2 

10/0  m 𝑏𝑠1 01/0  m 𝑏𝑠2 10/0  m 𝑏𝑝 20/0  m 𝑏1 02/0  m 𝑏2 

05/0  mm ℎ𝑠1 50/0  mm ℎ𝑠2 62/0  mm ℎ𝑝 10/0  m ℎ1 01/0  m ℎ2 

2GN/m 210   
𝐸𝑠1 

2GN/m 67  
𝐸𝑠2 

2GN/m 125 𝐸𝑝 9400/0  kg 𝑚1 0094/0  kg 𝑚2 

7850 kg/m3 𝜌𝑠1 2700 kg/m3 𝜌𝑠2 7800 kg/m3 𝜌𝑝     

10/0  m 𝑅1 03/0  m 𝑅2  nF125 𝐶𝑃     

99×410/26 𝐶𝑑 99×410/26 𝐶𝑑 99×410/26 𝐶𝑑     

 

 
 )الف(                                                                       )ب(                                     

 سازی مدار الکتریکیسازی هندسه و فیزیک سیستم )ب( شبیهسازی سیستم برداشت انرژی در نرم افزار انسیس  )الف( شبیه. مدل3شکل 

 . نتایج4

  4های در این بخش ابتدا نتایج حاصل از حل دقیق در شکل

داده می  9تا   نتایج سه روش حل دقیق،  نشان  شود. سپس 

سازی با یکدیگر مقایسه  تقریب رزونانس حل دقیق و شبیه

ای بر فرکانس طبیعی  اثر سرعت زاویه   4در شکل   شود.می

 (k)سیستم نشان داده شده است. با توجه به رابطه سفتی  

جملاتی با ضرایب منفی    ،که در پیوست ب آورده شده است

سرعت   دوم  توان  با  جملات  این  که  دارد  وجود  رابطه  در 
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داردزاویه مستقیم  رابطه  سرعت    .ای  افزایش  با  بنابراین 

طبیعی  زاویه فرکانس  آن  دنبال  به  و  سیستم  سفتی  ای، 

نشان داده    5طورکه در شکل  یابد. همانسیستم کاهش می

ای، ولتاژ بهینه ابتدا کاهش  شده است با افزایش سرعت زاویه

به حداقل مقدار    44  (rad/s)ای  یابد و در سرعت زاویهمی

برای نشان دادن مقادیر   یابد.خود رسیده و سپس افزایش می

زاویه  سرعت  حسب  بر  بهینه  مقادیر  مقاومت  لگاریتم  از  ای 

تر باشد شود تا تغییرات آن نمایانمقاومت بهینه استفاده می

در   شکل   .شوددیده می  6شکل  که   5شکل   مشابه  6در 

ل مقدار  شود و حداقصعودی مشاهده می -همان روند نزولی

دست به  44  (rad/s)ای  مقاومت بهینه در همان سرعت زاویه

ای  تغییرات توان بهینه بر حسب سرعت زاویه   7آید. شکل  می

نزولی بوده    -صورت صعودیدهد. این تغییرات بهرا نشان می

 44  (rad/s)ای  و حداکثر مقدار توان بهینه در سرعت زاویه

می زاویهتولید  سرعت  مقدار  همان  که  با  شود  متناظر  ای 

حداقل ولتاژ و مقاومت بهینه است. توان با مجذور ولتاژ رابطه  

ای  مستقیم و با مقاومت رابطه معکوس دارد. در سرعت زاویه 

(rad/s)   44  بهینه هر دو حداقل هستند ول مقاومت  و    تاژ 

از شکل  ولی همان بهینه در    7طورکه  توان  است  مشخص 

رسد و این موضوع  سرعت مذکور به حداکثر مقدار خود می

بیانگر این است که اثر مقاومت بیشتر از اثر ولتاژ در محاسبه  

می را  امر  این  دلیل  است.  شکلتوان  در   6و    5های  توان 

شکل   در  زاویه  5یافت.  سرعت  افزایش  تا  با  صفر  از  ای 

(rad/s)  44  ولتاژ ،(V)   47/3    یابد  کاهش می  %26یعنی

ای از صفر تا  با افزایش سرعت زاویه   6که در شکل  درصورتی

(rad/s)  44  مقاومت لگاریتم   ،Ω 3412/2    5/99یعنی %  

یابد در نتیجه، کاهش شدید مقاومت باعث افزایش  اهش میک

 شود.  توان بهینه می

 
 ای. فرکانس طبیعی بر حسب سرعت زاویه 4شکل 

 
 ای . ولتاژ بهینه بر حسب سرعت زاویه 5شکل 

 
 ای . لگاریتم مقاومت بهینه بر حسب سرعت زاویه6شکل 

 
 ای. توان بهینه بر حسب سرعت زاویه 7شکل 

 

 

 

 

 

 

0 10 20 30 40 50 60

30

40

50

60

70

Rotational speed (rad/s)

N
a
tu

ra
l 

fr
e
q

u
e
n

c
y

 (
ra

d
/s

)

0 10 20 30 40 50 60
8

9

10

11

12

13

Rotational speed (rad/s)

O
p
ti

m
u
m

 v
o
lt

a
g
e
 (

V
)

0 10 20 30 40 50 60
2

3

4

5

Rotational speed (rad/s)

L
o

g
 R

 (
O

h
m

)

0 10 20 30 40 50 60
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

Rotational speed (rad/s)

O
p
ti

m
u
m

 p
o
w

e
r 

(W
)



 

 /
م 

ه
زد

و
ة ن

ار
م

ش
 /

م  
ه

 د
ل

سا
 /

ش 
عا

رت
و ا

ت 
و

ص
ي 

م
عل

ة  
ري

ش
ن

14
00

 
 ..

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

.. 
ی 

از
یر

ش
ل 

عی
ما

س
/ ا

1
 

m
e
c
h

_
m

a
g

@
y
a

h
o

o
.c

o
m

 

 

 

 

143 

را نشان    8شکل   بهینه  ولتاژ  بر حسب  بهینه  توان  تغییرات 

ای  دهد. هر نقطه روی منحنی مربوط به یک سرعت زاویه می

ی ثابت، دو مقدار ولتاژ بهینه وجود  . در یک توان بهینه است

بیشتر   502/9    (V)دارد که این دو ولتاژ از حداقل ولتاژ بهینه

مشخص شده است    8که روی منحنی شکل  طوراست. همان

ای  سرعت زاویه   شود اگر از راست به چپ روی منحنی حرکت  

می به  افزایش  صفر  از  و  در  می  58  (rad/s) یاید  رسد. 

است توان بهینه   44 (rad/s) ای ای که سرعت زاویهلحظه

رسیده و با کاهش یا افزایش    0940/0  (watt)به بیشینه خود  

، توان  44  (rad/s)ای  ای نسبت به سرعت زاویه سرعت زاویه 

  7طورکه در شکل  همان یابد.طور پیوسته کاهش میبهینه به

  ای زاویه   شود توان مطلق بهینه در سرعت مشاهده می  8و  

(rad/s)  44  میبه شبیهدست  در  علت  این  به  سازی  آید 

در    44  (rad/s)سرعت   است.  شده  منظور  سیستم  برای 

سازی مقایسه شده نتایج دو روش حل دقیق و شبیه 2جدول  

سازی و حل دقیق  دست آمده از شبیهاست. اختلاف توان به

(W)  0043 /0     خطا وجود دارد بنابراین نتایج    %57/4است و

به است.  قبول  و  مورد  دقیق  روش  دو  نتایج  مقایسه  منظور 

تقریب رزونانس حل دقیق لزوما باید فرکانس طبیعی سیستم  

ای آن تقریبا برابر باشد؛ از طرف دیگر  با مقدار سرعت زاویه

زاویه سرعت  در  مقادیر  برابری  و    46  (rad/s)ای  این 

دهد که نتایج آن  روی می   45/46  (rad/s)فرکانس طبیعی  

 آورده شده است. 3در جدول 

 
 توان بهینه برحسب ولتاژ بهینه . 8شکل 

 44 (rad/s)ای سازی در سرعت زاویه.  نتایج حل تحلیلی و شبیه2جدول 

درصد خطا 

 (%) توان

  توان بهینه

(Watt) 

مقاومت الکتریکی  

 (Ω) بهینه
   ولتاژ بهینه

rms (volt) 

  ولتاژ بهینه
(Volt) 

  فرکانس

 (rad/s)طبیعی
 

57/4 
 حل دقیق  35/48 7680/9 907/6 06/1015 0940/0

 سازی شبیه 1/48 546/9 75/6 06/1015 0897/0
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 46 (rad/s)ای . نتایج حل تحلیلی و تقریب رزونانسی در سرعت زاویه 3جدول 

درصد خطا 

 (%)توان 
توان بهینه  

(Watt) 

مقاومت الکتریکی  

 (Ω)بهینه 
ولتاژ بهینه  

(Volt) 

فرکانس  

 (rad/s)طبیعی

 

93/0 
 

 حل دقیق  45/46 551/9 63/1066 0855/0

 تقریب رزونانس حل دقیق  45/46 59699/9 63/1066 0863/0

از حل دقیق و تقریب رزونانس  اختلاف توان به دست آمده 

را نشان    %93/0است که خطای     0008/0  (W)حل دقیق  

 دهد. می

های  روش تقریب رزونانس حل  دهد که پاسخنتایج نشان می

تر  است و نیز  نسبت  دقیق نسبت به روش حل دقیق ساده

 به روش حل دقیق خطای ناچیزی دارد. 

 گیری. نتیجه5

چرخان   انرژی  برداشت  سیستم  معادلات  پژوهش  این  در 

حل   رزونانس  تقریب  و  دقیق  حل  روش  به  پیزوالکتریک 

نرم در  سیستم  این  همچنین  شد.  حل    انسیس افزار  دقیق، 

سرعت  شبیه افزایش  با  که  داد  نشان  نتایج  شد.  سازی 

طبیزاویه فرکانس  بهای،  سیستم  کاهش  عی  پیوسته  طور 

ای ولتاژ و مقاومت الکتریکی  یابد. با افزایش سرعت زاویهمی

سرعت   در  و  یافته  کاهش  ابتدا  که   44(rad/s) بهینه 

سیستم   طبیعی  حداقل   35/48  (rad/s)فرکانس  به  است، 

الکتریکی  رسد و سپس افزایش میمقدار خود می یابد. توان 

زاویه  سرعت  افزایش  با  مقاومت،  و  ولتاژ  برخلاف  ای  بهینه 

به حداکثر مقدار    44(rad/s) ابتدا افزایش یافته و در سرعت  

با  د و سپس روند کاهشی را طی میرسخود می توان  کند. 

دارد   مقاومت رابطه عکس  با  و  مستقیم  رابطه  ولتاژ  مجذور 

رود با کاهش ولتاژ و مقاومت، توان  رغم اینکه انتظار میعلی

دهد  نیز کاهش یابد اما نتایج، عکس این موضوع را نشان می

نتیجه ولتاگیری میبنابراین  اثر  از  اثر مقاومت  ژ در  شود که 

امر   این  دلیل  است.  بیشتر  انرژی  برداشت  از  حاصل  توان 

ای است.  کاهش شدید مقاومت بهینه با افزایش سرعت زاویه

با توجه به اینکه در نمودار توان بر حسب ولتاژ، پدیده پرش  

افتد بنابراین دسترسی به توان بهینه مطلق در جهتی  اتفاق می

می کاهش  بهینه  ولتاژ  که  در  است  مییابد.  با  عمل  توان 

تا   سرعت  تا    44(rad/s) افزایش  سرعت  کاهش  یا  و 

(rad/s) 44   .از ولتاژ بیشتر به سمت ولتاژ کمتر حرکت کرد

شود.  تر حاصل میالبته در حالت اول توان بهینه مطلق سریع

کار برده شده در این پژوهش نشان  بررسی نتایج سه روش به

شبیهمی و  دقیق  در حل  توان  نسبی  که خطای  سازی  دهد 

رزونانس حل   تقریب  و  و در حل دقیق  پنج درصد  از  کمتر 
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2𝑅2𝑝4

+ 4𝛺4𝑚2 − 8𝛺2𝑘𝑚 + 4𝑘2 

𝛼3 = 𝛺
6𝑅2𝐶𝑃

2𝑚2 − 2𝛺4𝑅2𝐶𝑃
2𝑘𝑚 +𝛺2𝑅2𝐶𝑃

2𝑘2 + 4𝛺2𝑅2𝑝2𝐶𝑃𝑘 + 4𝛺
4𝑚2 − 8𝛺2𝑘𝑚 +𝛺4𝑅2𝐶𝑃

2𝑐2

+ 8𝛺2𝑅𝑐𝑝2 + 4𝛺2𝑐2 − 4𝛺4𝑅2𝑝2𝑚𝐶𝑃 + 4𝛺
2𝑅2𝑝 + 4𝑘2 

𝛼4 = 𝛺
4𝑚+ 𝛺2𝑐2 − 2𝛺2𝑘𝑚 + 𝑘2 

𝛼5 = (𝛺
4𝐶𝑃

2𝑚2 − 4𝛺2𝐶𝑃𝑚𝑝
2 +𝛺2𝑐2𝐶𝑃

2 − 2𝛺2𝑘𝑚𝐶𝑃
2 + 4𝐶𝑃𝑘𝑝

2 + 𝑘2𝐶𝑃
2 + 4𝑝4) 

𝛼6 = (𝛺
8𝐶𝑃

2𝑚4 + 2𝛺6𝑐2𝐶𝑃
2𝑚2 − 4𝛺6𝑘𝑚3𝐶𝑃

2 − 4𝛺6𝐶𝑃𝑚
3𝑝2 +𝛺4𝑐4𝐶𝑃

2 − 4𝛺4𝑐2𝐶𝑃
2𝑘𝑚

− 4𝛺4𝑐2𝐶𝑃𝑚𝑝
2 + 6𝛺4𝐶𝑃

2𝑘2𝑚2 + 12𝛺4𝐶𝑃𝑘𝑚
2𝑝2 + 4𝛺4𝑚2𝑝4 + 2𝛺2𝑐2𝐶𝑃

2𝑘2

+ 4𝛺2𝑐2𝐶𝑃𝑘𝑝
2 + 4𝛺2𝑐2𝑝4 − 4𝛺2𝐶𝑃

2𝑘3𝑚− 12𝛺2𝐶𝑃𝑘
2𝑚𝑝2 − 8𝛺2𝑘𝑚𝑝4 + 𝐶𝑃

2𝑘4

+ 4𝐶𝑃𝑘
3𝑝2 + 4𝑘2𝑝4) 

𝛼7 = 4𝛾
2𝜇2𝜔2 + 4𝜇2𝜔4 + 4𝜂𝛾𝜇𝜓𝜔 + 𝜂2𝜓2 − 4𝜂𝜓𝜎𝜔 + 6𝜎2𝛾2 + 3𝜎2𝜔2 
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 پیوست ت 

2휀𝜇𝜔𝑛 =
𝑐

𝑚
 , 𝜔𝑛

2 =
𝑘

𝑚
 , 𝜓휀 =

𝑝

𝑚
  , 𝑑1 =

𝑐1
𝑚
 , 𝑑2 =

𝑐2
𝑚
, 𝛾 =

2

𝐶𝑃𝑅
 , 𝜂 =

2𝑝

𝐶𝑃
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