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   پژوهشی همقال

حامل سیال تحت اثر جداره  های کربنی دو تحلیل دوشاخگی نانولوله

 نیروهای غیرخطی واندروالس

 *رضا ابراهیمی

 استادیار گروه مهندسی مکانیک 

 دانشگاه یاسوج 
rebrahimi@yu.ac.ir 

 

 17/04/1401تاریخ دریافت: 
 

 22/07/1401تاریخ پذیرش: 
 

 

کار  به  یهو تصف  یجداساز  فناوری  مختلف از جمله  یصنعت  یکاربردها   یجداره برا  دو  یکربن  هاینانولوله  یر،اخ  هایدر سال

با درنظر   یالجداره حامل س  دو  یکربن  هاینانولوله  یرفتار دوشاخگ  یلمقاله، تحل   ینا  یهدف اصل   بنابراین.  اندگرفته شده

ن است. جر  یرخطیغ  یروهایگرفتن  به  یالس  یان واندروالس  لوله،  نوسانداخل  براساس   یصورت  است.    درنظر گرفته شده 

دست آمده  به  یلتون حاکم بر حرکت با استفاده از اصل هم  یرخطیمعادلات غ  یبرنول  -  یلر او  تیر   مدل  و  کارمنفون   یتئور

  حل   کوتا  –رانگ    یو با روش عدد  سازیگسسته  یفرض  یمودها   روش  یلهوسحرکت، به  ایپاره  یفرانسیلاست. معادلات د

جر  جریان  سرعت  اثرات  سپس.  اندشده نوسانات  فرکانس  د  یرو  یان و  نمودارها  یستم،س  ینامیکیرفتار  از  استفاده    ی با 

و    یان که سرعت جر  دهدینشان م  یجشده است. نتا  یپوانکاره بررس  هایو نقشه  یفاز، پاسخ زمان  هاییاگرامد  ی،دوشاخگ

جر نوسانات  قابل  یان فرکانس  همچن   یستمس  ینامیکید  هایپاسخ  بر  ایملاحظهاثرات   یرفتارها  یل،تحل   یجنتا  یندارند. 

را به محققان    ییراهکارها  تواندیمکه    کنندیو آشوبناک آشکار م  یچندتناوب  ی،را از جمله حرکات تناوب  یمتنوع  یرخطیغ

 بدهد. یندهدر آ هایستمس ینو مطالعه ا  یدر رابطه با طراح

سازه  -سیال  کنشبرهم یرخطی،ارتعاشات غ ی،نوسان یانجر  ی،جداره، دوشاخگ  دو ینانولوله کربن

 مقدمه .1

اتم و به    یکاز صفحات کربن به ضخامت    یکربن   هاینانولوله

توخال استوانه  م  یشکل  اتمشوندیساخته  در    های .  کربن 

 لذا   اندمتصل شده  به هم  یکوالانس  یوندبا پ   یکربن   هاینانولوله

از خود نشان    ییبالا  یاربس  یانگ و مدول    کششی  استحکام را 

 .  دهندیم

و منحصربه  یژهخواص  نانولو  به   ی،کربن   هایولهفرد    منجر 

 شده است.  یصنعت  یاز کاربردها  یاریاستفاده از آنها در بس
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نانولوله جمله    یمتنوع  یکاربردها  یبرا  یکربن   هایامروزه  از 

دارورسان1]  یکروالکترونیکم  هایدستگاه [،  2]  ی[، 

  ی [ مورد بررس4آب ]  یه [ و تصف3]  ها یتکامپوز  دهیاستحکام

 . گیرندیقرار م

  تقسیم    جداره  چند  و   جداره  به دو دسته تک  یکربن   هاینانولوله

ساختار    یک  با   کربن  از   فقط  جداره،   تک   ی. نانولوله کربن شوندیم

ضلع  ایورقه شش  تشک   هاییاز  تول  یلمنتظم  است.   یدشده 

دارا   هاینانولوله جداره  تول  ییبالا  ینههز  یتک  و  به    یداست 

پا خصوص   یدارهمراه  ح  یاتکردن  در    یمر پل  یفراور  ینآنها 

مشکل   طرفاستنانولوله،  از  و  به  ی.  بودن  دسترس  در  خاطر 

  های یشرفتپ   یز،جداره ن  چند  یکربن   هایبودن نانولوله  یتجار

  های صورت گرفته است. استفاده از نانولوله  ینه زم یندر ا   یادی ز

کاربردها  یکربن  بررس  یدر  مستلزم  شده،  ذکر  رفتار    یمتعدد 

 آنها است.  یارتعاش

]  یون  نانولوله5و همکاران  را در  موج  انتشار  اثر    ی کربن   های [ 

که فرکانس  یمهنگا  دهدینشان م  یجمورد مطالعه قرار دادند. نتا

اول انتشار موج    یستم س   یعیفرکانس طب  ین موج کمتر از  است، 

که  یشود. درصورت  یفتوص  یبرنول  -  یلر او  یر با مدل ت   تواندیم

  یستم س یعیفرکانس طب  اولین بالاتر از   یا   یکفرکانس موج نزد 

  یر تأث  یموشنکومدل ت  یو برش  یدوران  ینرسیا  یباشد، پارامترها

 سرعت موج دارند.  یرو  ایملاحظهقابل

  های ارتعاشات نانولوله  یگری، [ در مطالعه د 6و همکاران ]  یون 

  آنها  مدل  در. اندجداره کوتاه را مورد مطالعه قرار داده دو یکربن 

ا   اینکه   خاطر به تغ   ی دوران  ینرسیاثرات    ی برش  های شکل  ییرو 

ت  یمودها   ی برا  مدل  از  گردد،  لحاظ  بالا    یموشنکو ت   یرمرتبه 

صورت  نانولوله بهدو  ینب  والسیواندر یرویاستفاده شده است. ن

نتا   یخط است.  شده  گرفته  م  یجدرنظر  تغ   دهدینشان    ییر که 

ا  یبرش  هایشکل قابل  یدوران  ینرسیو    ی رو  ای ملاحظهاثر 

  ین کم دارند. همچن   ی جداره با نسبت ابعاد  دو  یکربن   های نانولوله

  یلر مدنظر باشد، مدل او  یعی فرکانس طب   ین که فقط اولیدرصورت

 تواند از دقت لازم برخوردار باشد.یم یزن برنولی –

جداره    دو  ینانولوله کربن   یک[ ارتعاشات آزاد  7و همکاران ]  زو

ن گرفتن  با درنظر  واندروالس    یرخطیغ  اییهلا  ین ب   یروهایرا 

کرده نانولوله  این   در.  اندمطالعه  و    یداخل   یکربن   هایمطالعه 

  یک، کلاس   یوستهپ  هاییطمح  یکمکان  یبراساس تئور  یخارج

تبه دو  مدل    یکالاست  یرعنوان  نتااندشده مجزاء  دو    یبرا   یج. 

ابعاد به قطر خارج  ینسبت    ی ازا به  20و    10(  ی)نسبت طول 

به  گاهییهتک  یطشرا  بالانس    دستمختلف  روش  است.  آمده 

ببه  یکهارمون ارتباط  تا  است  شده  گرفته  تغ   ین کار    ییر دامنه 

تحل  را  فرکانس  و  نتا یدنما  یل شکل  که    یج.  داد  نشان 

شرا  محورهم  یستمس  یعیطب   هایفرکانس   گاهی یهتک   یطدر 

  گاهی یهتک   یطبرابر شرا   8/2برابر و    6  یبترتو ساده، به  یردارگ

  بیشتر   ها شکل  ییرکه دامنه تغیهنگام  ینهستند. همچن  یکنسول

% خارج  22از  نانولوله  ن   ی شعاع  اثر    یواندروالس  یروهای است، 

 دارند. یستمس هایفرکانس یرا رو   ایملاحظهقابل

ارتعاش8]  یتسو کاردوم  لی   ی نانولوله کربن   یک  ی[ مشخصات 

را مورد مطالعه    یکالاست  یطمح  یکجداره قرار گرفته در    چند

داده به  کربنی   نانولوله  آنها.  اندقرار  پوسته    یکصورت  را 

بنابرا  ایاستوانه گرفتند.  ا  یندرنظر  مود    یندر  نوع  سه  مدل 

ه شود. معادلات  یخت برانگ   تواندیم  یطیو مح  یمحور  ی،شعاع

تئور  نتا  یرمحلیغ   یسیتهالاست   یبراساس  شدند.    یج استخراج 

ن  که  داد  قابل  یروالسواند  یروهای نشان    ی رو  ای ملاحظهاثر 

ا  یشعاع  ی مودها  یعی طب   های فرکانس ضمن  با    ینکه دارند. 

فرکانس  یکالاست  یطمح  یسخت   یشافزا  لوله،    های اطراف 

 . یابدیم یش افزا یشعاع یعی طب 

نانولوله    یک  یکمانش  یداری [ ارتعاشات و ناپا 9و همکاران ]  وانگ

س  یکربن  حامل  جداره  مح  یالدو  با  اطراف    یک الاست   یطرا 

فرکانس که  دادند  نشان  آنها  نمودند.  مطالعه    ی هانانولوله 

جررزونانس   سرعت  علاوه  یال س  یانبه  است.  ا وابسته    ین بر 

جر سرعت  اثر  شدت  که  شد    های فرکانس  یرو  یانگزارش 

فنر  یستم،س ثابت  و نسبت    یک الاست  یطمح  ی به  لوله  اطراف 

 .است  وابسته هالوله یلاغر
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و   یهندس های یرخطیاثر غ یل [ به تحل10کوانگ و همکاران ]

ن   یناش  های یرخطیغ رو  یروی از  ارتعاشات   ی واندروالس 

  معادلات .  اندپرداخته  یالجداره حامل س  دو  یکربن   های نانولوله

  یوسته پ   هاییطمح  یکمکان  تئوری  گرفتن   درنظر  با  حرکت

  نیک روش هارمو  یری کارگ استخراج شده است. با به  یککلاس

  ی بررس  یستم س  یرفتار ارتعاش  ی رو  یرخطیبالانس، هر دو اثر غ

که با درنظر گرفتن هر دو عامل    دهدینشان م  یجشده است. نتا

  ی رو  یزی اثر ناچ ی،و عرض  یارتعاشات طول  ینگ کوپل  یرخطی،غ

ا یاما درصورتفرکانس دارد.    - دامنه    یمنحن  ثر عامل  که فقط 

 یطول  ارتعاشات  کوپلینگدرنظر گرفته شود،    یهندس  یرخطیغ

فرکانس    -دامنه    یمنحن   یرا رو  ایملاحظهاثر قابل  یو عرض

 . دهدینشان م

  جداره   تک  ینانولوله کربن   یک[ رفتار آشوبناک  11و هاوا ]  مایوف

مطالعه نمودند.    ی،عرض  یکهارمون  یرویشکل را تحت ن  منحنی

د  هاییدوشاخگی  وجود  ندهه دنشان  یج،نتا پاسخ    ینامیکی در 

 . شودیم یمنته یستم بود که به رفتار آشوبناک س یستمس

  ی برا   یملکول  هایکانال  عنوانبهممکن    یکربن   هاینانولوله

ا پروتون به  یا مثل آب    یانتقال نانوذرات   ین کار گرفته شوند. در 

نانولوله بارها  ی کربن   هایکاربردها،  معرض  در  است    ی ممکن 

ارتعاشات عرض  یرندقرار گ   یمتحرک  یعرض در    ی که منجر به 

[ شود  برا13و    12آنها  سین[.  ارتعاشات 14]  یمسکاساس   ]

را در    گاه تکیه  با   جداره  تک   ینانولوله کربن   یک  یاجبار  ساده 

اده است. در  متحرک، مورد مطالعه قرار د  یکمعرض بار هارمون

  یلر او  یرت  یتئور   یحرکت بر مبنا   یفرانسیلمطالعه معادله د  ینا 

الاست  برنولی  – است.    یرمحلی غ  یسیته و  شده  استخراج 

زمان  هایپاسخ ا   یحوزه  آنال  ستفادهبا  روش  و    یزاز  مودال 

آمدهبه  یممستق   یریگانتگرال اندازه،    تأثیر.  انددست  نسبت 

تحر فرکانس  و  رو  یک سرعت  متحرک    های پاسخ  ی بار 

  ییر که تغ   دهدینشان م  نتایج .  اندبحث شده  یستم س  ینامیکی د

بزرگتر    یرمحلی،غ  هایدست آمده از حلبه  ینامیکید  هایشکل

حل برا   تناظرشان م  یککلاس  هایاز    یاد ز   یرمقاد  یهستند. 

تغ متحرک،  بار  از    نظرصرف  ینامیکی،د  یها شکل  ییرسرعت 

 .کندیم یلبه سمت صفر م یک،تحر  هایفرکانس

داخل    یانسرعت جر  یکی،الکترومکان  هاییستماز س  یبرخ  در

  ین ا   ی. براکندیم  ییرتغ   یکصورت هارمونلوله ثابت نبوده و به

  نانولوله تک   یک  یداریپا  یل[ به تحل 15و سو ]  یانگمنظور، ل

  این   در.  اندپرداخته  یپالس  یانو جر   یسکوزو  سیال  حامل  جداره

نمودارها  یداریپا  ینواح  یل،تحل    فرکانس   –  دامنه   ی در 

م  نتایج.  اندشده  مشخص افزا  دهدینشان  پارامتر    یشکه 

بحران  یسکوز،و افزا   یانجر   یسرعت  وقوع   دهدیم  یشرا  و 

ت  یستمس  یاساس  یدتشد به    یروی ن  ین. همچن اندازدیم  یر خأ را 

  یستم س  یعیطب  هایفرکانس  ی فقط رو  تواندیم  یمحور  یکشش

 اثرگذار باشد. 

به  برخی موارد  و    یکربن   هاینانولوله  یریکارگاز  سنسورها  در 

  ین رزونانس ا   هایکه فرکانس  کندیم  یجابا   ها، کنندهیکتحر

شده  یکیالکترواستات  نیروهای  اعمال  با  هانانولوله   ای کنترل 

  یک با وارد کردن   یکیالکترواستات یروی ن  ین[. ا16] یدنما ییر تغ

  یجاد از نانولوله، ا   یفاصله مشخص  در ولتاژ به الکترود قرار گرفته  

طرفشودیم از  غبه  ی.  شکل    یروی ن  یرخطیخاطر 

  ای یچیدهپ ینامیکینانولوله ممکن است رفتار د یکی،الکترواستات

برا دهد.  نشان  خود  و  یناز  سو  د17]  یونیساساس    ینامیک [ 

را   یکیالکترواستات یروهای تحت ن  ینانولوله کربن  یک  یرخطی غ

  یکی الکترواستات  یروین  پیچیده  فرم  آنها  مدل  در.  اندکرده  یبررس

  تبدیل  تربه فرم ساده یلورت یاز سر یبه کمک جملات محدود

و    یبرنول  -  یلراو  یرمدل ت  یریکارگبا به  یتشده است. در نها

گالرک  د  ین،روش  استات  ینامیکیپاسخ  دست  به  یستمس   یکیو 

  یرخطی غ  ینامیکیمدل د  یک[  18و همکاران ]  هو  آمده است.

برا  سر    یک   گاهی یهتک   یط)شرا   یکنسول  های یکرولولهم   ی را 

تنش کوپل    یه براساس نظر   یال، سر آزاد( حامل س  یک   یردار گ

ا  در  کردند.  د  ینارائه  معادله  با    ایپاره  یفرانسیلمدل  حرکت 

هم روش  از  به  یلتوناستفاده  با  و  روش    یریکارگ استخراج 

 است.   یدهگرد  سازیگسسته لرکینگا
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اثر غ  و سرعت    گاه یهتک   ی وزن، لق   ی،هندس  هاییرخطیسپس 

د  ی رو  یالس نتا  ی بررس  یستم س  ینامیکی رفتار  است.    یج، شده 

هنگام  یحاک است  آن  مق یاز  افزا  یاسکه    یابد، یم  یش طول 

جر م  یز ن  ی بحران  یان سرعت  ا شودیبزرگتر  ضمن    ینکه . 

با   یسهدر مقا یزان، در حالت آو ریانحامل ج  یکنسول یکرولولهم

 است.  ی بالاتر یبحران یانسرعت جر  یدارا  یحالت افق 

  ی ارتعاشات اجبار  ی را برا   ی[ مدل19]  زادهیلو اسماع  عسکری

و بستر    یبا درنظر گرفتن اثر حرارت  یال حامل س  ی نانولوله کربن 

با فرض    یستمارائه کردند. معادلات حرکت حاکم بر س  یرخطی غ

شده  برنولی  –  یلراو  یرت  یتئور   تحلیلی   روش.  انداستخراج 

برا   هاییاسمق  ح  یچندگانه  معادلات  گرفته  به  رکتحل  کار 

  یال، س  یان مختلف از جمله سرعت جر   یشده است. اثر پارامترها

  یک بستر الاست  یمختلف و سخت   یمرز  یطشرا   یی،دما  ییراتتغ

  کند یم ییدأت یجشده است. نتا یبررس یستمس یهاول یدتشد یرو

پارامترها اثر    یکه  س  یرو  ی ا ملاحظهقابلفوق،    یستم رفتار 

ارتعاشات   ی برا   یکنترل  یپارامترها  نوان عبه  توانندیداشته و م

س  یکربن   هاینانولوله ا   یال،حامل  ضمن  شوند.    ینکه استفاده 

 .یابدیم یشدما افزا  یشدر لوله با افزا  یالس یسرعت بحران

  ی نانولوله کربن   یکاز    مدلی[  20]  پناهو عدالت  یآذربن   نژاد رمضان

  یسی ترمومغناط  یدان تحت م  یسکوالاستیک، بستر و  یرا بر رو 

نانولوله با درنظر    ینشان داد که فرکانس خط  یجارائه نمودند. نتا

م  همچن یابدیم  یشافزا   یسی مغناط  یدان گرفتن  رفتار    ین. 

و کاهش    یسیمغناط   یدانم یشبا افزا  تواندیم یستمآشوبناک س

 دما حذف شود.  ییراتتغ

  جداره   تک  ینانولوله کربن   یک   یرخطی[ رفتار غ21]  میاندوآب

  ی کرنش یانگراد یتئور  را براساس یکالکترواستات نیروی تحت

نتا   یبررس است.  ولتاژ    یجنموده  مقدار  به  بسته  که  داد  نشان 

حرکت آشوبناک در پاسخ نانولوله را    تواندیاثر اندازه م یک،تحر

 دهد. ییر تغ

  یشین پ   یقاتمطالعات صورت گرفته، تحق   بندیتوجه به جمع  با

به مق  یلیتحل   هایروش  کارگیریبا    ی زمان  هاییاسمثل 

منحن   یکهارمون   یاچندگانه   ارائه  و    – دامنه    های یبالانس 

 یپاسخ فرکانس  یلتحل   یرا برا   ییراهکارها  توانندمی  فرکانس،

  ی . اما بررسهندارائه د  یکربن   های نانولوله  یبحران  هایو سرعت

دو جداره حامل    ی کربن   هایو نامنظم نانولوله  ی رفتار دوشاخگ 

از    یناش  یرخطیغ  ی،هندس  یها یرخطیبا درنظر گرفتن غ   یالس

کوپل   یروهاین و  طول  ینگواندروالس   ی،عرض  -  یارتعاشات 

است. لذا    یاست که تاکنون مورد بررس  ای مسئله قرار نگرفته 

دوشاخگ   بینی یشپ م  یرفتار  اهم  تواندیآنها    ی خاص  یت از 

 برخوردار باشد.

  یال دو جداره حامل س ی نانولوله کربن  سازیمدل  یقتحق  ین ا در

کوپل گرفتن  درنظر  طول  ینگبا  اثرات    ی،عرض  -  ی ارتعاشات 

  ی واندروالس  یروهایاز ن   یناش  یرخطیو غ  یهندس  ی هایرخطیغ

د معادلات  سپس  است.  شده  بر    ایپاره  یفرانسیلانجام  حاکم 

معادلات   ینا  ردن ک  بعدی. پس از باندیدهمدل استخراج گرد  ین ا 

معرف گسسته  یپارامترها   یبا  روش    سازیمناسب،  با  آنها 

تأث  یفرض  ی مودها ادامه  در  است.  شده  فرکانس    یر انجام 

  یستم، رفتار س  یرو  یالس  یان و سرعت جر   یالس  یان نوسانات جر

مانند    ییکار از ابزارها   ینا   یقرار گرفته است. برا  یابیمورد ارز 

منحن صف   هاییاگرامد   ی،دوشاخگ   ینمودارها و  فاز    های یحه 

 استفاده شده است. یستم س یپاسخ زمان

 مسئله  یفو تعر بندی. فرمول2

جداره حامل سیال نشان داده    مدل نانولوله کربنی دو  1در شکل  

شعاع   دارای  داخلی  لوله  است.  دارای    1Rشده  خارجی  لوله  و 

است. طول، ضخامت و مدول الاستیسیته هر کدام از    2Rشعاع  

. در لوله داخلی سیالی با جرم  هستند Eو  L ،h ترتیبها بهلوله

جریان دارد. برای مدل نانولوله    Uو سرعت    fmبر واحد طول  

تکیه  دو طرف  دو  در  شده گاهجداره،  گرفته  درنظر  ساده  های 

پوشی  ها چشملولهسازی از ارتعاشات پیچشی  است. در این مدل

لوله   دو  حرکت  است.  غیرخطی    وسیلهبهشده  نیروهای 

گردد. همچنین  هم کوپل میواندروالسی در راستای عرضی به  

، لحاظ گردیده  کوپلینگ ارتعاشات طولی و عرضی در هر دو لوله

 است.
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 جداره حامل سیال . مدل نانولوله دو1شکل 

جایی  هجاب –برنولی و روابط کرنش  –براساس تئوری تیر اویلر 

جاب1کارمن فون و روابط کرنش  ه، میدان  را  هجاب  –جایی  جایی 

 صورت زیر نوشت:توان بهمی

(1) 

𝑢̂𝑖(𝑥̅, 𝑧̅, 𝑡) = 𝑢̅𝑖(𝑥̅, 𝑡) − 𝑧̅
𝜕𝑤̅𝑖

𝜕𝑥̅
 

𝑤̂𝑖(𝑥̅, 𝑧̅, 𝑡) = 𝑤̅𝑖(𝑥̅, 𝑡) 

𝜀𝑖 =
𝜕𝑢̅𝑖

𝜕𝑥̅
+

1

2
(
𝜕𝑤̅𝑖

𝜕𝑥̅
)2 − 𝑧̅

𝜕2𝑤̅𝑖

𝜕𝑥̅2
 

جایی طولی لوله  همؤلفه جاب  𝑢̅𝑖زمان،    tمختصات طولی،    xکه  

iمحور امتداد  در  خنثی،   𝑥̅  ام  تار  جاب  𝑤̅𝑖  روی  جایی  همؤلفه 

مؤلفه کلی    𝑢̂𝑖روی تار خنثی،    𝑧̅  م در امتداد محورا iعرضی لوله  

لوله  هجاب طولی  محور  iجایی  امتداد  در  کلی    x  ،𝑤̂𝑖ام  مؤلفه 

کرنش کلی    iεو    𝑧̅  م در امتداد محور ا iجایی عرضی لوله  هجاب

ترتیب مربوطه به لوله  به  i=2و    i=1ام هستند. اندیس  iلوله  

داخلی و خارجی هستند. معادلات دیفرانسیل حاکم بر حرکت  

به با  بهسیستم  همیلتون  اصل  آورده میکارگیری  شوند.  دست 

عبارت که  است  لازم  کار  این  انرژی  برای  به  مربوط  های 

انرژی   گردند.  مشخص  سیستم  جنبشی  انرژی  و  پتانسیل 

جنبشی    Vپتانسیل   انرژی  نانولوله کربنی دو  Tو  جداره    یک 

 صورت زیر نوشت: توان بهحامل سیال را می

 

(2) 

𝑉 =
𝐸

2
∫ [∫ (

𝜕𝑢̅1

𝜕𝑥̅
+

1

2
(
𝜕𝑤̅1

𝜕𝑥̅
)2 − 𝑧̅

𝜕2𝑤̅1

𝜕𝑥̅2
)2

𝐴1

𝐿

0

𝑑𝐴 + ∫ (
𝜕𝑢̅2

𝜕𝑥̅
+

1

2
(
𝜕𝑤̅2

𝜕𝑥̅
)2 − 𝑧̅

𝜕2𝑤̅2

𝜕𝑥̅2
)2𝑑𝐴

𝐴2

] 𝑑𝑥̅ 

𝑇 =
𝜌𝑡

2
∫ {∫ [(

𝜕𝑢̅1

𝜕𝑡
− 𝑧̅

𝜕𝑤̇̅1

𝜕𝑥̅
)2 + (

𝜕𝑤̅1

𝜕𝑡
)2]

𝐴1

𝐿

0

𝑑𝐴 + ∫ [(
𝜕𝑢̅2

𝜕𝑡
− 𝑧̅

𝜕𝑤̇̅2

𝜕𝑥̅
)2 + (

𝜕𝑤̅2

𝜕𝑡
)2] 𝑑𝐴

𝐴2

} 𝑑𝑥̅ 

  + ∫ ∫
𝜌𝑓

2
[(

𝜕𝑢̅1

𝜕𝑡
+ 𝑈 cos 𝜃1)2

𝐴𝑓

𝐿

0

+ (
𝜕𝑤̅1

𝜕𝑡
− 𝑈 sin 𝜃1)2 + 𝑧̅2(

𝜕2𝑤̅1

𝜕𝑥̅𝜕𝑡
)2] 𝑑𝐴𝑑𝑥̅ 

𝜃1در معادلات بالا   = ∂𝑤̅1/ ∂𝑥̅    است. همچنینiI  نشان-

اینرسی بر واحد طول لوله  د جرم بر واحد    imام،  iهنده ممان 

لوله   لوله،    tρام،  iطول  چگالی جرمی سیال    fρچگالی جرمی 

اول،   لوله  𝐴1داخل  = π[(𝑅1 + ℎ)2 − 𝑅1
مقطع    [2 سطح 

𝐴2لوله اول،   = π[(𝑅2 + ℎ)2 − 𝑅2
سطح مقطع لوله دوم    [2

𝐴𝑓و  = π𝑅1
 سطح مقطع مسیر سیال در لوله هستند.   2

 

 

 

 

صورت زیر تعریف  اصل همیلتون برای یک سیستم دینامیکی به

 :[22]شود می

(3) 
∫ (δ𝑉 − δ𝑇 − δ𝑊)𝑑𝑡 = 0

𝑡1

𝑡0

 

 نماد تغییرات است. لذا:  δکه در آن 
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(4) 

δ𝑉 = −𝐸𝐴1 ∫
𝜕2𝑢̅1

𝜕𝑥̅2
𝑑𝑥̅δ𝑢̅1

𝐿

0

− 𝐸𝐴2 ∫
𝜕2𝑢̅2

𝜕𝑥̅2
𝑑𝑥̅δ𝑢̅2

𝐿

0

+ 𝐸𝐼1 ∫
𝜕4𝑤̅1

𝜕𝑥̅4
𝑑𝑥̅δ𝑤̅1

𝐿

0

 

           +𝐸𝐼2 ∫
𝜕4𝑤̅2

𝜕𝑥̅4
𝑑𝑥̅δ𝑤̅2

𝐿

0

− 𝐸𝐴1 ∫
𝜕2𝑤̅1

𝜕𝑥̅2

𝜕𝑤̅1

𝜕𝑥̅
𝑑𝑥̅δ𝑢̅1

𝐿

0

− 𝐸𝐴2 ∫
𝜕2𝑤̅2

𝜕𝑥̅2

𝜕𝑤̅2

𝜕𝑥̅
𝑑𝑥̅δ𝑢̅2

𝐿

0

 

           −
3𝐸𝐴1

2
∫

𝜕2𝑤̅1

𝜕𝑥̅2
(
𝜕𝑤̅1

𝜕𝑥̅
)2𝑑𝑥̅δ𝑤̅1

𝐿

0

−
3𝐸𝐴2

2
∫

𝜕2𝑤̅2

𝜕𝑥̅2
(
𝜕𝑤̅2

𝜕𝑥̅
)2𝑑𝑥̅δ𝑤̅2

𝐿

0

 

           −𝐸𝐴1 ∫ (
𝜕2𝑤̅1

𝜕𝑥̅2

𝜕𝑢̅1

𝜕𝑥̅
+

𝜕2𝑢̅1

𝜕𝑥̅2

𝜕𝑤̅1

𝜕𝑥̅
)𝑑𝑥̅δ𝑤̅1

𝐿

0

− 𝐸𝐴2 ∫ (
𝜕2𝑤̅2

𝜕𝑥̅2

𝜕𝑢̅2

𝜕𝑥̅
+

𝜕2𝑢̅2

𝜕𝑥̅2

𝜕𝑤̅2

𝜕𝑥̅
)𝑑𝑥̅δ𝑤̅2

𝐿

0

 

δ𝑇 = −(𝑚1 + 𝑚𝑓) ∫
𝜕2𝑢̅1

𝜕𝑡2

𝐿

0

𝑑𝑥̅δ𝑢̅1 − 𝑚𝑓 ∫ (𝑈 sin 𝜃1

𝜕2𝑤̅1

𝜕𝑥̅𝜕𝑡
)

𝐿

0

𝑑𝑥̅δ𝑢̅1 

           −𝑚2 ∫
𝜕2𝑢̅2

𝜕𝑡2
𝑑𝑥̅δ𝑢̅2

𝐿

0

− 𝑚2 ∫
𝜕2𝑤̅2

𝜕𝑡2
𝑑𝑥̅δ𝑤̅2

𝐿

0

− (𝑚1 + 𝑚𝑓) ∫
𝜕2𝑤̅1

𝜕𝑡2
𝑑𝑥̅δ𝑤̅1

𝐿

0

 

           +(𝜌𝑡𝐼1 + 𝜌𝑓𝐼𝑓) ∫
𝜕4𝑤̅1

𝜕𝑥̅2𝜕𝑡2
𝑑𝑥̅δ𝑤̅1

𝐿

0

+ 𝜌𝑡𝐼2 ∫
𝜕4𝑤̅2

𝜕𝑥̅2𝜕𝑡2
𝑑𝑥̅δ𝑤̅2

𝐿

0

 

           −𝑚𝑓 ∫ (𝑈 sin 𝜃1

𝜕2𝑢̅1

𝜕𝑥̅𝜕𝑡
)

𝐿

0

𝑑𝑥̅δ𝑤̅1 + 𝑚𝑓 ∫ (𝑈 cos 𝜃1

𝜕𝑢̅1

𝜕𝑡

𝜕2𝑤̅1

𝜕𝑥̅2
) 𝑑𝑥̅δ𝑤̅1

𝐿

0

 

           −2𝑚𝑓 ∫ (𝑈 cos 𝜃1

𝜕2𝑤̅1

𝜕𝑥̅𝜕𝑡
)

𝐿

0

𝑑𝑥̅δ𝑤̅1 − 𝑚𝑓 ∫ (𝑈 sin 𝜃1

𝜕𝑤̅1

𝜕𝑡

𝜕2𝑤̅1

𝜕𝑥̅2
) 𝑑𝑥̅δ𝑤̅1

𝐿

0

 

نیز مربوط به کار مجازی نیروهای خارجی وارد شده   δWعبارت  

مجازی،   کار  است.  سیستم  از  به  گرفتن  ناشی  نظر  نیروی  در 

اول با جریان سیال  بین دولوله    واندروالس و برهم کنش لوله 

 است که عبارت است از: 

(5) 
δ𝑊 = ∫ [𝑃 − 𝑚𝑓𝑈2

𝜕2𝑤̅1

𝜕𝑥̅2
cos 𝜃1]

𝐿

0

𝑑𝑥̅δ𝑤̅1 − ∫ 𝑚𝑓𝑈2
𝜕2𝑤̅1

𝜕𝑥̅2
sin 𝜃1

𝐿

0

𝑑𝑥̅δ𝑢̅1 + ∫ (−𝑃)𝑑𝑥̅δ𝑤̅2

𝐿

0

 

نیروی واندروالس بر واحد    Pجرم بر واحد طول سیال و   fmکه  

ارتعاشات  کوپلینگ  عامل  غیرخطی،  نیروی  این  است.  طول 

 عرضی بین دو نانولوله کربنی است و برابر است با:

(6) 𝑃 = 2𝑅1(
𝜕Π

𝜕𝛿
) 

های  ای بر واحد سطح در نانولولهپتانسیل بین لایه ∏(δ)که  
صورت زیر  بین دو لوله به  δ  و برحسب فضایجداره است    دو

 : [7]شود تعریف می

(7) Π(𝛿) = 𝐾 [(
𝛿0

𝛿
)

4

− 0.4 (
𝛿0

𝛿
)

10

]

تعادل    nm=0.34 0δکه  طوریبه حالت  در  لوله  بین  فضای 

شود. باید  درنظر گرفته می  K=-61.665 mev/atomاست و  

توجه داشت که نیروی واندروالسی یک تابع فرد از فضای بین  

و    δلوله   𝛿است  − 𝛿0 = 𝑤̅2 − 𝑤̅1  تا آن  تیلور  بسط  لذا   .

 مرتبه چهارم برابر است با: 

(8) 𝑃 = [
𝜕2Π

𝜕𝛿2
|

𝛿=𝛿0

(𝑤̅2 − 𝑤̅1) +
1

6

𝜕4Π

𝜕𝛿4
|

𝛿=𝛿0

(𝑤̅2 − 𝑤̅1)3] ≡ 𝑐1(𝑤̅2 − 𝑤̅1) + 𝑐3(𝑤̅2 − 𝑤̅1)3 
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و    9در ادامه کار با تعریف دو ضریب ثابت داده شده در معادله  

، چهار معادله  1معرفی پارامترهای بدون بعد ارائه شده در جدول  

پاره  حرکت  دیفرانسیل  شده  کوپل  و  غیرخطی  بعد  بدون  ای 

 شوند.سیستم استخراج می

(9) 

𝛺 =
1

𝐿2 √
𝐸𝐼1

𝑚1 + 𝑚𝑓
 

𝜔1 =
1

𝐿
√

𝐸𝐴2

𝑚2
 

 . پارامترهای بدون بعد 1جدول 

𝑤1 =
𝑤̅1

𝑅2
 𝑢2 =

𝑢̅2

𝑅2
 𝑢1 =

𝑢̅1

𝑅2
 

𝑑

𝑑𝑥̅
=

1

𝐿

𝑑

𝑑𝑥
 𝑥 =

𝑥̅

𝐿
 𝑤2 =

𝑤̅2

𝑅2
 

𝜆1 =
𝑈0

𝐿𝛺
 

𝑑

𝑑𝑡
= 𝛺

𝑑

𝑑𝜏
 𝜏 = 𝛺𝑡 

𝜆4 = 𝐿√
𝐴2

𝐼2
 𝜆3 = 𝐿√

𝐴1

𝐼1
 𝜆2 =

𝑚𝑓

𝑚1 + 𝑚𝑓
 

𝛼2 =
𝜔1

𝛺
 𝛼1 =

𝑅2

𝐿
 𝜆5 =

𝑚2

𝑚1 + 𝑚𝑓
 

𝛼5 =
𝑐1𝐿4

𝐸𝐼1
 𝛼4 =

𝑐3𝐿4𝑅2
2

𝐸𝐼1
 𝛼3 =

𝜌𝑡𝐼1 + 𝜌𝑓𝐼𝑓

(𝑚1 + 𝑚𝑓)𝐿2
 

  𝛼6 =
𝜌𝑡𝐼2

𝑚2𝐿2
 

 معادلات دیفرانسیل بدون بعد حرکت سیستم: 

(10 ) 

𝜕2𝑢1

𝜕𝜏2
− 𝜆3

2
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
 

   − 𝜆1𝜆2𝛼1

𝜕𝑤1

𝜕𝑥

𝜕2𝑤1

𝜕𝑥𝜕𝜏
(1

+ 𝜇 cos( 𝜔2𝜏)) 

   − 𝜆1
2𝜆2𝛼1

𝜕2𝑤1

𝜕𝑥2

𝜕𝑤1

𝜕𝑥
(1

+ 𝜇 cos( 𝜔2𝜏))2 

   − 𝛼1𝜆3
2

𝜕2𝑤1

𝜕𝑥2

𝜕𝑤1

𝜕𝑥
= 0 

    

(11 ) 𝜕2𝑢2

𝜕𝜏2
− 𝛼2

2
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
− 𝛼1𝛼2

2
𝜕2𝑤2

𝜕𝑥2

𝜕𝑤2

𝜕𝑥
= 0 

(12 ) 

𝜕2𝑤1

𝜕𝜏2
+ 𝜆1

2𝜆2

𝜕2𝑤1

𝜕𝑥2
(1 + 𝜇 cos( 𝜔2𝜏))2 +

𝜕4𝑤1

𝜕𝑥4
−

3

2
𝛼1

2𝜆3
2

𝜕2𝑤1

𝜕𝑥2
(
𝜕𝑤1

𝜕𝑥
)2 

          −𝜆1𝜆2𝛼1 (
𝜕𝑤1

𝜕𝑥

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥𝜕𝜏
) (1 + 𝜇 cos( 𝜔2𝜏)) − 𝜆1𝜆2𝛼1 (

𝜕𝑢1

𝜕𝜏

𝜕2𝑤1

𝜕𝑥2
) (1 + 𝜇 cos( 𝜔2𝜏)) 

          +2𝜆1𝜆2

𝜕2𝑤1

𝜕𝑥𝜕𝜏
(1 + 𝜇 cos( 𝜔2𝜏)) − 𝛼3

𝜕4𝑤1

𝜕𝑥2𝜕𝜏2

− 𝛼1
2𝜆1𝜆2 (

𝜕𝑤1

𝜕𝜏

𝜕𝑤1

𝜕𝑥

𝜕2𝑤1

𝜕𝑥2
) (1 + 𝜇 cos( 𝜔2𝜏)) 

          −𝛼1𝜆3
2(

𝜕𝑤1

𝜕𝑥

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑢1

𝜕𝑥

𝜕2𝑤1

𝜕𝑥2
) − 𝛼4(𝑤2 − 𝑤1)3 − 𝛼5(𝑤2 − 𝑤1) = 0 

(13 ) 

𝜕2𝑤2

𝜕𝜏2
+

𝛼2
2

𝜆4
2

𝜕4𝑤2

𝜕𝑥4
−

3𝛼1
2𝛼2

2

2

𝜕2𝑤2

𝜕𝑥2
(
𝜕𝑤2

𝜕𝑥
)2 − 𝛼1𝛼2

2(
𝜕𝑤2

𝜕𝑥

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑢2

𝜕𝑥

𝜕2𝑤2

𝜕𝑥2
) 

            − 𝛼6

𝜕4𝑤2

𝜕𝑥2𝜕𝜏2
+

𝛼4

𝜆5
(𝑤2 − 𝑤1)3 +

𝛼5

𝜆5
(𝑤2 − 𝑤1) = 0 

صورت پالسی  سیال ثابت نبوده و به  Uدر این مطالعه، سرعت  

 :[15]است مدل شده  14مطابق رابطه 

(14 ) 𝑈 = 𝑈0(1 + 𝜇 cos( 𝜔2𝜏))

  µمقدار میانگین سرعت جریان در داخل لوله،   0Uکه طوریبه

است.  فرکانس نوسانات سرعت جریان در داخل لوله    2ωدامنه و  

ای حرکت و تبدیل  سازی معادلات دیفرانسیل پاره برای گسسته
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از روش مودهای فرضی   به معادلات دیفرانسیل معمولی  آنها 

 صورت زیر استفاده گردیده است:به

(15 ) 𝑢1(𝑥, 𝜏) = ∑ 𝜙𝑘(𝑥)𝛽𝑘(𝜏)

2

𝑘=1

= [𝛷]𝑇[𝛽] 

(16 ) 𝑤1(𝑥, 𝜏) = ∑ 𝜙𝑘(𝑥) 𝜂𝑘(𝜏)

2

𝑘=1

= [𝛷]𝑇[𝜂] 

(17 ) 𝑢2(𝑥, 𝜏) = ∑ 𝜙𝑘(𝑥)𝜐𝑘(𝜏)

2

𝑘=1

= [𝛷]𝑇[𝜐] 

(18 ) 𝑤2(𝑥, 𝜏) = ∑ 𝜙𝑘(𝑥)𝜁𝑘(𝜏)

2

𝑘=1

= [𝛷]𝑇[𝜁] 

با    x)π(ksink(x)=Ckϕکه   تیر  نرمال  ویژه  توابع  بیانگر 

پارامترهای  گاهتکیه است.  ساده  و    τ(kβ  ،)τ(kη  ،)τ(kν(های 

)τ(kζ    مربوطه یافته  تعمیم  مختصات  از  هستندنیز  پس   .

گسستهجای فرایند  و  بالا  روابط  معادله  گذاری  هشت  سازی، 

 آیند:دست می صورت زیر بهدیفرانسیل غیرخطی به

(19 ) 

𝛽̈1 + π2𝜆3
2𝛽1 + √2π3𝛼1(𝜆1

2𝜆2(1
+ 𝜇 cos( 𝜔2𝜏))2

+ 𝜆3
2)𝜂1𝜂2 

−
112√2π

15
𝛼1𝜆1𝜆2(1

+ 𝜇 cos( 𝜔2𝜏))𝜂2𝜂̇2 

−
4√2𝜋

3
𝛼1𝜆1𝜆2(1 + 𝜇 cos( 𝜔2𝜏))𝜂1𝜂̇1

= 0 

(20 ) 𝛽̈2 + 4π2𝜆3
2𝛽2 +

√2π3

2
𝛼1(𝜆1

2𝜆2(1 + 𝜇 cos( 𝜔2𝜏))2 + 𝜆3
2)𝜂1

2 

−
16√2π

15
𝛼1𝜆1𝜆2𝜂2𝜂̇1(1 + 𝜇 cos( 𝜔2𝜏)) −

16√2π

15
𝛼1𝜆1𝜆2𝜂1𝜂̇2(1 + 𝜇 cos( 𝜔2𝜏)) = 0 

(21 ) 𝜐̈1 + π2𝛼2
2𝜐1 + √2π3𝛼1𝛼2

2𝜁1𝜁2 = 0 (22 ) 𝜐̈2 + 4π2𝛼2
2𝜐2 +

√2π3

2
𝛼1𝛼2

2𝜁1
2 = 0 

(23 ) 

(1 + π2𝛼3)𝜂̈1 + π2(π2 − 𝜆1
2𝜆2(1 + 𝜇 cos( 𝜔2𝜏))2)𝜂1 

−
16

3
𝜆1𝜆2(1 + 𝜇 cos( 𝜔2𝜏))𝜂̇2 +

4√2π

3
𝛼1𝜆1𝜆2(1 + 𝜇 cos( 𝜔2𝜏))𝜂1𝛽̇1 

+
16√2π

15
𝛼1𝜆1𝜆2(1 + 𝜇 cos( 𝜔2𝜏))𝜂2𝛽̇2 +

32π2

15
𝛼1

2𝜆1𝜆2(1 + 𝜇 cos( 𝜔2𝜏))𝜂1𝜂2𝜂̇1 

+
32π2

15
𝛼1

2𝜆1𝜆2(1 + 𝜇 cos( 𝜔2𝜏))𝜂1
2𝜂̇2 −

512π2

105
𝛼1

2𝜆1𝜆2(1 + 𝜇 cos( 𝜔2𝜏))𝜂2
2𝜂̇2 

+
3π4

4
𝛼1

2𝜆3
2(𝜂1

3 + 8𝜂1𝜂2
2) + √2π3𝛼1𝜆3

2(𝜂1𝛽2 + 𝜂2𝛽1) −
3

2
𝛼4(𝜁1 − 𝜂1)(𝜂1

2 + 2𝜂2
2 + 𝜁1

2

+ 2𝜁2
2) + 3𝛼4(𝜁1 − 𝜂1)(𝜂1𝜁1 + 2𝜂2𝜁2) − 𝛼5(𝜁1 − 𝜂1) = 0 
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(24 ) 

(1 + 4π2𝛼3)𝜂̈2 + 4π2(4π2 − 𝜆1
2𝜆2(1 + 𝜇 cos( 𝜔2𝜏))2)𝜂2 

+
16

3
𝜆1𝜆2(1 + 𝜇 cos( 𝜔2𝜏))𝜂̇1 +

16√2π

15
𝛼1𝜆1𝜆2(1 + 𝜇 cos( 𝜔2𝜏))7𝜂2𝛽̇1 

+
16√2π

15
𝛼1𝜆1𝜆2(1 + 𝜇 cos( 𝜔2𝜏))𝜂1𝛽̇2 +

32π2

15
𝛼1

2𝜆1𝜆2(1 + 𝜇 cos( 𝜔2𝜏))𝜂1
2𝜂̇1 

−
512π2

105
𝛼1

2𝜆1𝜆2(1 + 𝜇 cos( 𝜔2𝜏))𝜂2
2𝜂̇1 +

1408π2

105
𝛼1

2𝜆1𝜆2(1 + 𝜇 cos( 𝜔2𝜏))𝜂1𝜂2𝜂̇2 

+6π4𝛼1
2𝜆3

2(𝜂1
2𝜂2 + 2𝜂2

3) + √2𝜋3𝛼1𝜆3
2𝜂1𝛽1 −

3

2
𝛼4(𝜁2 − 𝜂2)(𝜁2

2 + 𝜂2
2 + 2𝜁1

2 + 2𝜂1
2)

+ 3𝛼4(𝜁2 − 𝜂2)(𝜁2𝜂2 + 2𝜁1𝜂1) − 𝛼5(𝜁2 − 𝜂2) = 0 

(25 ) 
(1 + π2𝛼6)𝜁1̈ +

π4𝛼2
2

𝜆4
2 𝜁1 +

3π4𝛼1
2𝛼2

2

4
(𝜁1

3 + 8𝜁1𝜁2
2) + √2π3𝛼1𝛼2

2(𝜁1𝜐2 + 𝜁2𝜐1) 

+
3𝛼4

2𝜆5
(𝜁1 − 𝜂1)(𝜂1

2 + 2𝜂2
2 + 𝜁1

2 + 2𝜁2
2) −

3𝛼4

𝜆5
(𝜁1 − 𝜂1)(𝜂1𝜁1 + 2𝜂2𝜁2) +

𝛼5

𝜆5
(𝜁1 − 𝜂1) = 0 

(26 ) 
(1 + 4π2𝛼6)𝜁2̈ +

16π4𝛼2
2

𝜆4
2 𝜁2 + 6π4𝛼1

2𝛼2
2(2𝜁2

3 + 𝜁1
2𝜁2) + √2π3𝛼1𝛼2

2𝜁1𝜐1 

+
3𝛼4

2𝜆5
(𝜁2 − 𝜂2)(𝜁2

2 + 𝜂2
2 + 2𝜁1

2 + 2𝜂1
2) −

3𝛼4

𝜆5
(𝜁2 − 𝜂2)(𝜁2𝜂2 + 2𝜁1𝜂1) +

𝛼5

𝜆5
(𝜁2 − 𝜂2) = 0 

 سازی عددی و تحلیل نتایج. شبیه3
از    26تا    19در این تحقیق حل عددی معادلات   با استفاده 

انجام    2افزار متلب کوتای مرتبه چهار در نرم   – روش رانگ  

گرفته و از خروجی آنها برای تحلیل رفتار دینامیکی سیستم  

از حل   به خروجی دقیق  برای دستیابی  است.  استفاده شده 

های محاسباتی اولیه  معادلات در حالت دائمی، تعدادی از گام

حاصل از حل عددی کنار گذاشته شده و پس از اطمینان از  

برای پردازش و  رسیدن به حالت دائمی، فواصل زمانی بعدی  

گردیده انتخاب  نتایج  پارامترهای  تفسیر  عددی  مقادیر  اند. 

سازی نانولوله کربنی دو جداره  کار رفته برای مدلفیزیکی به

اند. تحلیل رفتار غیرخطی  داده شده 2حامل سیال، در جدول 

ابزارهایی مانند نمودارهای دوشاخگی،   از  سیستم با استفاده 

 . های پاسخ زمانی انجام شده استیهای فاز و منحن دیاگرام

 

سازی نانولوله کار رفته در مدل. مقادیر پارامترهای به 2جدول 

 کربنی دو جداره حامل سیال 

 مقدار نماد پارامتر  ردیف

 ρf 1 gr/cm3 چگالی جرمی سیال  1

 ρt هاچگالی جرمی لوله 2
2.3 

gr/cm3 

ضریب مرتبه اول  3
 واندروالس

c1 
7.11×109 

N/m2 

ضریب مرتبه سوم   4
 واندروالس

c3 
2.57×1031 

N/m4 

مدول الاستیسیته  5
 ها نانولوله

E 1 TPa 

 h 0.34 nm ها ضخامت نانولوله 6

 R1 0.7 nm شعاع داخلی 7

 R2 1.04 nm شعاع خارجی 8

 L 40 nm ها طول نانولوله 9

 μ 0.8 دامنه نوسانات جریان 10
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تحلیل از  با  های  بسیاری  از خطی و غیرخطی  اعم  ارتعاشی 

های کربنی حامل  محوریت سرعت جریان سیال در نانولوله 

گیرند. لذا در این قسمت، فرکانس نوسانات سیال، انجام می

داده   افزایش  خاص  میانگین  سرعت  یک  در  سیال  سرعت 

نمودارهای دوشاخگی پاسخ عرضی نقطه    2شود. شکل  می

،  2ωرا با تغییر فرکانس سیال  (  0.5x=میانی نانولوله داخلی )

 81λ  ،=101λ=برای سه پارامتر سرعت میانگین بدون بعد  

 دهد.نشان می 151λ=و 

نمودارهای دوشاخگی برای شناسایی مسیر ورود به حرکت  

شوند. در نمودار دوشاخگی، دامنه دائمی  نامنظم استفاده می

به غیرخطی  سیستم  غیرخطی  یک  پارامتر  از  تابعی  صورت 

شود. هنگام تغییر این پارامتر کنترلی، اگر  ترسیم می  سیستم

ام باشد، در  nصورت زیرهارمونیک با دوره تناوب  حرکت به

نقطه مجزاء روی منحنی دیده خواهد    nهر گام مشخص،  

شد. در نهایت اگر حرکت نامنظم باشد، ستونی از نقاط روی  

 .[23]شود منحنی مشاهده می

بعد  به بدون  میانگین  سرعت  پارامتر  حرکت  81λ=ازای   ،

قابل دستیابی است.   2ω[24.9 ~ 5.0]=تناوبی در محدوده  

وارد   2ω[37.6 ~ 25.0]=سپس رفتار دینامیکی سیستم در  

تناوب   دوره  با  زیرهارمونیک  این  می  10Tحرکت  شود. 

در   چندتناوبی  نامنظم    یک وارد    37.72ω=حرکت  جاذب 

 کند. ادامه پیدا می 42ω=0.0شده و تا 

بعد  به بدون  میانگین  سرعت  پارامتر  حرکت  101λ=ازای   ،

 قابل دستیابی است.  2ω[11.6 ~ 5.0]=تناوبی در محدوده  

 وارد  2ω[22.4 ~ 11.7]=  در  سیستم   دینامیکی   رفتار  سپس

  حرکت  این. شودمی  2T  تناوب  دوره  با   زیرهارمونیک  حرکت

  تا  و شده نامنظم  جاذب یک  وارد  22.52ω=  در تناوبی چند

=40.02ω کندمی  پیدا  ادامه . 

سرعت  ازایبه بعد  پارامتر  بدون    نمودار   ،151λ=  میانگین 

  رفتار   دارای  2ω [7.2 ~ 5.0]=  محدوده  در   شدن  دوشاخگی

  کوچک   محدوده  یک   در   سیستم   رفتار.  است  تناوبی

=[7.3 ~ 10.0]2ω  دوره   با  زیرهارمونیک  حرکت  وارد  

 10.12ω=  در  تناوبی  چند  حرکت  این.  شودمی  T2  تناوب

-می پیدا  ادامه 40.02ω= تا و شده نامنظم جاذب یک وارد

 .ندک

  تر دقیق یدیأت و بررسی برای نیز  شناسایی های روش دیگر  از

  منظور   این  برای.  است  گردیده  استفاده  سیستم  دینامیکی  رفتار

نقشه    پاسخ  فاز،  هایدیاگرام  3  شکل  در و  پوانکاره  زمانی 

 .است شده داده نشان  نقطه میانی نانولوله

 
 )الف( 

 
 )ب(

 
 )ج(

عرضی بدون بعد  نمودارهای دوشاخگی ارتعاشات  .2شکل 

  2ωنانولوله داخلی با تغییر فرکانس نوسانات جریان بدون بعد 

  101λ=)ب(  81λ=برای سه سرعت میانگین بدون بعد )الف( 

 151λ=)ج( 
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 )الف(

 )ب(

 )ج(

  و 151λ=( ج 21.02ω=  و 101λ=( ب 2ω=024.  و  81λ=( الف  در سیستم زمانی و نقشه پوانکاره پاسخ فاز، دیاگرام .3 شکل

=25.02ω 
 

  تناوبی   حرکت،  که  کنندمی  مشخص  فاز   صفحه  های منحنی

  صفحه   منحنی  تناوبی،  حرکت   یک  برای.  است  غیرتناوبی  یا

   .گذاردمی  نمایش به را   بیضوی مسیر یک فاز،

ای در فضای فاز است که نمودار فازی  مقطع پوانکاره، صفحه 

ایجاد شده از حل معادلات حاکم بر حرکت سیستم را قطع  

 کند. برای یک حرکت تناوبی، نقشه پوانکاره حول یک می

 

 

 . شودمشاهده می فال -3 شکلکه در شود  نقطه متمرکز می 

  دارای   یا   کند  قطع  را   خودش  بار  چندین  فاز  صفحه  منحنی  اگر

حلقه   حرکت   یک  بیانگر  باشد،  محدودی  های تعداد 

  تعداد   در این شرایط، نقشه پوانکاره شامل   .است  زیرهارمونیک

در  بود    خواهد  منفصل  نقاط  از  محدودی  ب-3  شکل و 

 .شودمشاهده می
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  شود، می  مشاهده  نامنظم  رفتار   آنها  در  که  هاییسیستم  در

  را  شده  طی  مسیر  که   است  سیرهایی  خط شامل  فازی  صفحه

  فاز   فضای  از  هاییمحدوده  سیرها،  خط  این.  کنندنمی  تکرار 

کرد.    خواهند  پر  خاصی  ترتیب  و  نظم  و  تکرار  هیچ  بدون  را 

تودهانچن  پوانکاره،  نقشه  در  باشد،  نامنظم  از  چه حرکت  ای 

مینقاط   تشکیل  نامنظم  و    ج -3  شکلدر  که  شود  متراکم 

 .شوددیده می

 . اعتبارسنجی 4

دوشاخگی   رفتار شناسایی برای  شد، اشاره  قبلاً کهگونههمان

آشوبناک   ابزارهای   و  هاروش  از   غیرخطی  هایسیستم  و 

نمودار   ها، روش این  ترین مهم از .  شودمی  استفاده خاص آنها 

و   فاز  دیاگرام  طرفی،    .است  پوانکاره  نقشه دوشاخگی،  از 

نانولوله آشوبناک  و  دوشاخگی  رفتار  دو تحلیل  کربنی    های 

جداره حامل سیال، در تحقیقات پیشین ارائه نشده است. لذا  

ای نوشته شده، های رایانه برای بررسی صحت نتایج و برنامه

، استفاده  استکه یک معادله شناخته شده   3از معادله دافینگ 

به نتایج  مرجع  و  با  آمده  قرار    [24]دست  مقایسه  مورد 

 گردد: صورت زیر معرفی میگیرند. معادله دافینگ بهمی

(27 ) 𝑑2𝑋

𝑑𝑡2
+K

dX

𝑑𝑡
+ 𝑋3 = 𝐵 cos 𝑡 

 یا: 

(28 ) 𝑑𝑋

𝑑𝑡
=y,   

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −Ky − 𝑋3 + 𝐵 cos 𝑡 

. با  هستندضریب میرایی    Kضریب نیروی تحریک و    Bکه  

  4های فاز در شکل  دیاگرام حل معادله فوق به روش عددی،  

ها، همخوانی خیلی خوبی  اند. با مقایسه شکلنشان داده شده

به نتایج  برنامهبین  از  آمده  مرجع  دست  و  شده  نوشته  های 

 شود. مربوطه مشاهده می

 )الف(

  
 )ب(

 )ب( مطالعه حاضر. [24])الف( مرجع  K=0.1و   B=12  در سیستم پوانکاره نقشه و  فاز دیاگرام .4شکل 
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 گیریتیجهن. 5

  کرنش   با   همراه  برنولی  –  اویلر   تیر   تئوری  حاضر،   پژوهش   در

 شده  کوپل   ارتعاشات  سازی مدل  برای  کارمن فون  غیرخطی

  سیال،   حامل  جداره  دو  کربنی  هاینانولوله  عرضی  -  طولی

  غیرخطی   نیروهای  سازی،مدل  این  در.  شد  گرفته   کاربه

  نمودارهای .  شدند  گرفته   درنظر  نانولوله  دو  بین  واندروالس

  های پوانکاره زمانی و نقشه  پاسخ  فاز،   هایمنحنی  دوشاخگی،

  گرفته   کار به  سیستم  غیرخطی  رفتار  تحلیل  برای  سیستم

  سیال  جریان نوسانات فرکانس و جریان سرعت اثرات. شدند

.  گرفت  قرار  بررسی  مورد  سیستم  غیرخطی  رفتار  روی

  تناوب   دوره  با  حرکات  جمله  از  نیز  متنوعی  غیرخطی  رفتارهای

2T،  10T   به   توجه  با.  شد  آشکار   سیستم   برای   نامنظم   و  

 هستند:  استنباط قابل زیر   موارد گرفته،  انجام هایبررسی

  رفتار   وقوع  توان می  سیال  جریان   میانگین  سرعت  کاهش   با

  تری وسیع  محدوده  و  انداخت   تأخیر   به  را   نامنظم  و  چندتناوبی

 . نمود ایجاد  سیستم برای را  تناوبی پاسخ از

  رفتار   تغییر  به   منجر   سیال،  جریان   نوسانات  فرکانس   افزایش

  نامنظم   و  چندتناوبی  به   تناوبی  حالت   از  سیستم   دینامیکی 

  جریان  میانگین  سرعت   مختلف  مقادیر  به  توجه   با  .شد  خواهد

  یک   سیال  جریان  نوسانات  فرکانس  برای  توانمی  سیال،

  آن   از  کمتر  مقادیر  ازای  به  که  نمود  تعریف  ایآستانه   مقدار
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