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 مقاله
 

 هاي عددي در تحليل ارتعاشات تيرهاي دوراني بررسي روش
 
 

 سيد علي موسوي
* 

 دانشجوي کارشناسي ارشد مهندسي مکانيک
 مرکز تحقيقات هوايي نهاب، فني و مهندسي ةدانشکد

 )ع( دانشگاه جامع امام حسين
 

 محمدرضا الهامي
  استاديار گروه مهندسي مکانيک

  فني و مهندسي ةدانشکد
 )ع(جامع امام حسين  دانشگاه

 

amousavi@ihu.ac.ir melhami@ihu.ac.ir  

 
 

 70/70/3131تاريخ دريافت: 
 

 12/80/2131تاريخ پذيرش: 
 

 چکيده

ن منظور، يا يشده است. برا يهاي طبيعي تيرهاي دوراني بررسهاي عددي براي تعيين فرکانسدر اين مقاله روش
هاي مودهاي فرضي و هاي عددي، شامل روششود. سپس روش رائه ميابتدا معادلات حاکم بر تيرهاي دوراني ا

هاي هاي رايلي ريتز، گالرکين و لاگرانژ زيرمجموعة روشبندي روششوند؛ در اين دستههاي متمرکز معرفي مي جرم
ز باشند. پس اهاي متمرکز ميهاي جرمهاي مايکل استاد و المان محدود زيرمجموعة روش مودهاي فرضي و روش

هاي متمرکز به هاي جرمهاي مودهاي فرضي به زبان متلب و روشهاي يادشده، در ادامه روشمعرفي تمامي روش
باشد هاي فروبنيوس مياي که داراي نتايج تحليلي دقيقي با استفاده از سريشوند و با مقالهزبان فرترن کدنويسي مي

هاي متمرکز تطابق خوبي دارند که از اين ميان، که نتايج جرم شود يگيرند. در نهايت مشخص ممورد ارزيابي قرار مي
 هاي طبيعي تيرهاي دوراني است.روش المان محدود بهترين روش جهت محاسبة فرکانس

 

 محدود ، المان4، مايکل استاد3، لاگرانژ1گالرکين ،1فرکانس طبيعي، تيرهاي دوراني، رايلي ريتز واژگان کليدي:
 

 مقدمه. 1

ار ديناميکي تيرهاي دوراني در طراحي قطعات تعيين رفت
ويژه صنايع هوافضا، عمران، خودروسازي و  مهندسي به

اي برخوردار است. ديگر کابردهاي مهندسي از اهميت ويژه
هاي طبيعي موضوع ويژه و مهمي در طراحي و فرکانس

هايي است. در واقع براي جلوگيري اين چنين سازه ةاستفاد
هايي  ها در سازه نين تشديد، فلاتر و جز اهايي چواز پديده

و کمپرسورها  ها توربين پرة بالگردها، ملخ چون پرة روتورها و
شود. ة تيرهاي دوراني استفاده مييهاي دريايي از نظرو ملخ

طور دقيقي تخمين زده  هاي طبيعي آنها بهپس بايد فرکانس
ارتعاشات آزاد  ،چند دهة اخير يطهمين علت  شوند. به

 بوده است. پژوهشگرانتيرهاي دوراني موضوع جذابي براي 
كساني بودند كه معادلات  نخستطنهوبولت و بروکس 

ديفرانسيل را براي حركات خمش طولي، خمش عرضي و 
 يدوران يرهايت يهمراه زاوية پيچشي اوليه را برا پيچش به

ر در نظر گرفته شده توسط هوبولت ي[. ت2دست آوردند ] به
 يقيحل تحليلي و دق از طرفیيكنواخت بود. وبروك غير
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 يها بود. لذا روشنبراي معادلات فوق تقريباً ممکن 
[ 1ن معادلات ارائه شد. هانتر ]يا يبيحل تقر يبرا يمتعدد

 يرا برا 5يس انتگراليز روش ماتري[ ن1ت و همکاران ]يو وا
و  ين مورسيحل معادلات فوق ارائه نمودند. همچن

به  يگريوه بر روش قبل، از روش د[ علا5-7همکاران ]
 يهادست آوردن فرکانس به يبرا 6يسينام انتقال ماتر

ت و ير استفاده نمودند. رايت يکيناميات ديو خصوص يعيطب
دوار همگن  يرهايت يکيناميل ديز تحلي[ ن6همکاران ]

 يهايرا با استفاده از سر يخط يع جرم و سختيتوز يدارا
ل يفرانسين روش معادلة دير اانجام دادند. د 4فربينيوس
 يهاياز سر يصورت تابع به آنطور و جواب  حرکت به

 فربينيوس فرض شده است.
هاي هاي گالرکين، رايلي ريتز و باقيمانده[ روش4ردي ]

هاي طبيعي تيرها ارائه نمود را براي محاسبة فرکانس 0وزني
ز ين[ 0ها را مورد مقايسه قرار داد. ناگولسوران ]و اين روش

برنولي را بر مبناي  -ارتعاش جانبي يک تير يکنواخت اويلر 
نهي چهار  حل عمومي معادلة شکل مود و با استفاده از برهم

[ معادلات 3تابع مستقل خطي بررسي کرد. هو و شين ]
و  3حرکت را براي يک تير دوار در خمش خارج از صفحه

استخراج و بسامدهاي آن را محاسبه  28خمش درون صفحه
[ با استفاده از روش گالرکين در تيرهاي 28ردند. ميل ]ک

کوپتر هاي هلي هاي طبيعي پرهدوراني به محاسبة فرکانس
[ به 22و همچنين پايداري آنها پرداخته است. برامول ]

استخراج معادلات ديفرانسيل خارج از صفحه و داخل 
هاي انرژي و هاي روتور بالگرد پرداخته و روشصفحة پره

استاد را براي حل اين معادلات ارائه نموده است.  مايکل
هاي  هاي تقريبي محاسبة فركانس به روش [21رائو ]

هاي پيوسته پرداخته و  طبيعي و شكل مدها براي سيستم
هاي پيوسته همچنين روش المان محدود را براي سيستم

اي ز به مباحث پايهي[ ن21ارائه نموده است. تامسون ]
دهاي آن پرداخته و روش مايکل استاد را ارتعاشات و کاربر

هاي پيوسته ارائه نموده است. فرانسيس و براي سيستم
هاي طبيعي  هاي محاسبة فركانس [ به ارائة روش27ايوان ]

[ با 25وا ]ـو شكل مدها براي تيرهاي دوار پرداختند. ه
استفاده از اين معادلات به بررسي ارتعاشات آزاد تيرهاي 

رم متمرکز و تأثير نيروي گريز از مرکز، به دوراني داراي ج
 روش اجزاي محدود پرداخته است.

هاي  شود از روشمطالعات مشاهده مياين طور که در همان
عددي متفاوتي براي حل ارتعاشي معادلات تيرهاي دوراني 
استفاده شده است. در برخي منابع نيز از اين معادلات جهت 

ستفاده شده است. اين هاي بالگرد امحاسبة بسامد پره
دهد که روش حل عددي معادلات مطالعات نشان مي

ارتعاشي با توجه به حساسيت موضوع امري مهم است که 
هاي عددي موجود در اين رو سعي شده روشدر مقاله پيش

ها نسبت به يکديگر راستا بررسي و دقت اين روش
 مشخص شوند.

 

 معادلات حرکت تيرهاي دوراني. 2
وراني داراي دو معادلة حرکت خارج از صفحه هاي دتير

دوران و داخل صفحه دوران هستند. حرکت خارج از صفحه 
عنوان تغيير مکان تير در صفحة عمود بر صفحة  دوران به

ش ينما 2شود. اين حرکت در شکل  دوران تير تعريف مي
 داده شده است.

 

 
 ندورا ة. حرکت خارج از صفح1شکل 

 

جايي خارج از صفحه يک المان بيانگر جابه zدر اين شکل 
مقدار فاصله از محور دوران  rسرعت دوراني تير و  Ωتير، 

است. در اين حرکت مقدار نيروي گريز از مرکز در طول تير 
عنوان تغيير مکان  نمايد. حرکت داخل صفحه بهتغيير مي

شود. در تير در صفحة افق يا صفحة دوران تير شناخته مي
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اين حرکت با توجه به اينکه جهت نيروي گريز از مرکز، 
سمت بيرون  شعاعي و راستاي آن از محور دوران به

باشد؛ در نتيجه علاوه بر مقدار، جهت نيروي گريز از  مي
 1نمايد. اين حرکت در شکل مرکز در طول تير تغيير مي

ل جايي داخ بيانگر جابه Yش داده شده است که در آن، ينما
مقدار  rسرعت دوراني تير و  Ωصفحة يک المان تير، 

 باشد.المان از محور دوران مي لةفاص
 

 
 . حرکت داخل صفحه دوران2 شکل

 

در اين مقاله تنها به بررسي معادلة خارج از صفحة دوران 
پرداخته شده است. معادلة ديفرانسيل حرکت تير دوار با 

دوران  در حرکت خارج از صفحة Ωاي سرعت زاويه
 است. 2صورت معادلة  به


































r

z
G

rr

z
EI

r 2

2

2

2

 

r

f

t

z
m











2

2

2         (3)  

 EIمقدار نيروي گريز از مرکز،  Gکه در اين رابطه  يطور به

مقدار  rجايي خارج از صفحه،  جابه zمقدار سختي خمشي، 
 fفرکانس طبيعي تير و  ωفاصلة المان تير از محور دوران، 

رهاي خارجي وارده بر المان تير است که شامل بيانگر با
باشد. اين معادله يک نيروهاي ائروديناميکي و اينرسي مي

معادله ديفرانسيل جزئي مرتبه چهار خطي است. براي 
بررسي ارتعاشات آزاد تير نيروهاي خارجي برابر صفر قرار 

بودن تابع تغيير مکان و  شود و با فرض هارمونيکداده مي
ارتعاش  ةاز روش جداسازي متغيرها معادلة مشخصاستفاده 

آزاد تير دوراني در حرکت خارج از صفحة دوران در حالت 
 آيد.دست مي به 1صورت  بعد شده بهبي


















dx

dS
G

dx

d
R

dx

Sd
EI

dx

d 2

2

2

2

2

 
042  SRm          (2)  

حرکت خارج از صفحه تير است که تنها  Sدر اين رابطه 
نيز طول کل تير است. حل تحليلي  Rو  باشدمي xتابعي از 

هاي عددي، جهت  وجود ندارد. در ادامه روش 1براي معادلة 
ها را شود. در حالت کلي اين روشحل اين معادله ارائه مي

و روش  22مودهاي فرضي توان به دو دستة روشمي
 بندي نمود. تقسيم 21هاي متمرکز جرم

 

 هاي مودهاي فرضي روش. 3
فرضي جهت حل معادلات ارتعاشي، مودهاي  در روش

تابعي دلخواه که تقريبي از شکل مود سيستم باشد و شرايط 
گردد و در معادلات مرزي را برآورده نمايد انتخاب مي

شود و در نهايت جاي تغيير مکان تير قرار داده مي به
ذکر است  دست مي آيد. لازم به هاي طبيعي تير بهفرکانس

تر باشد، نتايج نيز ضي دقيقهر مقدار که شکل مود فر
خطاي کمتري خواهد داشت. با توجه به اينکه شکل مود 

از توابع  اند هم نزديک تيرهاي دوراني و غيردوراني بسيار به
شکل مود، تيرهاي غيردوراني که موجودند براي شکل مود 

شود. در اين مقاله سه فرضي تيرهاي دوراني استفاده مي
ايلي ريتز، گالرکين و لاگرانژ روش مودهاي فرضي؛ يعني ر

 د.شو ميبررسي 
 

 . روش رايلي ريتز1-3
معادلات ديفرانسيل حرکت  21در اين روش از شکل ضعيف

. پس براي استفاده از روش [4]سيستم استفاده مي شود 
رايلي ريتز ابتدا معادلات ديفرانسيل بايد به شکل ضعيف آن 

شکل ضعيف معادلة حرکت تير  1تبديل شود که معادلة 
در روش رايلي ريتز از يک  باشد.خارج از صفحة دوران مي

 شود.استفاده مي 7صورت رابطة  سري توابع تقريبي به



 

 

 

ة 
ري

ش
ن

 
ش

عا
رت

و ا
ت 

و
ص

ي 
ج

وي
تر

ي 
م

عل
 

 /
م

ار
ه

چ
ل 

سا
 

 /
م

فت
ه

ة 
ار

م
ش

 
 /

49
3

1
 

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

..
 4

 

m
ec

h
_

m
a

g
@

y
a

h
o

o
.c

o
m

 

 

58 


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
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
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2
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EISRm

R
L 

 

dx
dx

dS
GR
















2

2        (1)  

)()()()(
2211

xAxAxAxS
nnn
   (4)  

xA)( جملات
ii
 كنند. با شرايط مرزي را برآورده مي

 و با توجه به اينكه ضرايب 7جايگذاري اين سري در معادلة 

1
A ،

2
A  و ... ،

n
A يري اختياري هستند، شرطي كه مقادL 

 داراي يك مقدار پايا باشد آن است كه:

ni
A

L

A

L

A

L

A

L





















21

 

خواهد شد. در iAمقادير ةمعادله براي محاسب nكه منجر به 
 iنهايت يك دستگاه معادلات ديفرانسيل جهت محاسبة 

تز تعميم كاربرد اصل رايلي آيد. روش رايلي ري دست مي به
هاي مربوط به حل است و بيانگر اين است كه فركانس

داراي مقادير ثابت هستند. بدين معنا كه اگر  1معادلة 
و حل تقريبي از مرتبه اول باشد،  iSاختلاف بين حل دقيق 

شده داراي خطا از مرتبة دوم خواهند  هاي محاسبهفركانس
رود كه يك تقريب ضعيف از شكل ابراين انتظار ميبود. بن

 ها ارائه دهد.مدها تقريب خوبي براي فركانس
 

 . روش گالرکين2-3
در روش گالرکين از عبارت انتگرال وزني )باقيماندة وزني( 

ريتز  . اين روش مشابه روش رايلي[28]شود استفاده مي
است با اين تفاوت که در اين روش از خود معادلة مشخصه 

شود و توابع تقريبي شکل مود در انتگرال وزني استفاده مي
 شود.قرار داده مي 5معادله مشخصه يعني معادلة 
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










 422     (0)  

در اين روش، در بقية مراحل مشابه روش رايلي ريتز عمل 
دست آمده قرار داده  کرده؛ يعني توابع تقريبي را در معادلة به

و در نهايت دستگاه معادلات ديفرانسيل جهت محاسبة 
i

 

هاي طبيعي توان فرکانسآيد و از اين طريق ميدست مي به
 وراني را استخراج نمود.تير د

 

 . روش لاگرانژ3-3
هاي روش لاگرانژ متفاوت از دو روش ديگر است. روش

بردند، اما در قبل به نوعي از معادلة حرکت سيستم بهره مي
شود. به اين اين روش از معادلات انرژي سيستم استفاده مي

 ترتيب معادلة انرژي جنبشي تيرهاي دوراني عبارت است از:

 




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
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


R

dr
t

z
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0

2
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1         (6)  

همچنين انرژي پتانسيل تير، که حاصل از انرژي کرنشي 
تير است، از دو عامل خمش تير و نيروي گريز از مرکز آن 

انرژي كرنشي  4شود که معادلة  ناشي مي
B

U  ناشي از
انرژي كرنشي  0خمش تير و معادلة 

G
U ز نيروي ناشي ا

 باشد. گريز از مرکز مي
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در اين روش توابع تقريبي شکل مود در معادلات انرژي 
شود و پس از آن، اين مي يجايگذارجنبشي و پتانسيل تير 

گردند و  ( جايگزين مي3معادلات در رابطة لاگرانژ )معادلة 
آيد. با دست مي ضرايب حاصل از اين روش بهماتريس 

مساوي صفر قراردادن دترمينان ماتريس ضرايب، معادلة 
 آيد.دست مي هاي طبيعي تير دوراني بهحاکم بر فرکانس

0








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








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

iii
q

U

q

T

q

T

dt

d
      (3)  

 

 هاي متمرکزهاي جرمروش. 4
هايي کوچکتر و ها سازة تحت بررسي به الماندر اين روش

بندي شده و در اين راستا معادلات حاکم بر تقسيممجزا 
آيد و در نهايت به کل سيستم تعميم دست مي يک المان به

هايي که در اين قسمت مورد بحث قرار شود. روشداده مي
 باشد.گيرد دو روش مايکل استاد و المان محدود ميمي
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 . روش مايکل استاد1-4
مان تبديل شده و به چند ال 1در اين روش تير مطابق شکل 

خاصيت سختي هر المان توسط يک المان تير بدون جرم 
با سختي معادل و جرم آن نيز توسط يک جرم متمرکز که 

شود و در انتهاي المان تير قرار دارد در نظر گرفته مي
ها همچنين در اين روش، الزامي به يکسان بودن المان

وجود ندارد. اين روش در گذشته براي محاسبة 
هاي بالگرد هاي طبيعي و شکل مودهاي پره کانسفر

 .[22]مرسوم بوده است 
 

 
 . دياگرام آزاد تير3 شکل

 
 :داريمبا اعمال معادلات تعادل براي حالت تير بدون جرم 
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VV 
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           (31)  

 گشتاور خمشي،  Mنيروي برشي،  Vدر معادلات فوق 
 Zنيروي گريز از مرکز و  Fطول تير،  Lشيب تير، 

تا  28جايي عرضي تير است. شکل ماتريسي معادلات  جابه

صورت  انتقال تير بدون جرم نام دارد بهکه ماتريس  21
همين ترتيب براي جرم  به است. 27 يمعادلة ماترس

شود که ماتريس متمرکز معادلات تعادل نوشته مي
 خواهد بود. 25صورت معادلة  انتقال جرم متمرکز نيز به

ماتريس انتقال براي  25و  27با ترکيب دو معادلة انتقال 
 .آيددست مي به 26صورت رابطة  يک المان تير دوراني به

ير و اعمال شرايط با نوشتن ماتريس انتقال براي کل ت
هاي طبيعي تير را محاسبه نمود. از توان فرکانسمرزي، مي

توان به اعمال شرايط مرزي در مزاياي اين روش مي
حالات مختلف تير و داشتن مشخصات هندسي و نيرويي 

شرايط مرزي حالات مختلف تير  2آن نام برد که در جدول 
 ارائه شده است.

 

 . روش المان محدود2-4
لمان محدود يک روش عددي است که براي حل روش ا

در روش  رود.کار مي دقيق مسائل پيچيدظ ارتعاشات به
شد و ضرورتي مايكل استاد تير به تعدادي المان تقسيم مي

نداشت كه طول همة آنها يكسان باشد اما در روش المان 
ها بايد يکسان باشد و همچنين برخلاف محدود طول المان
شود؛ جرم در انتهاي المان متمركز نمي روش مايكل استاد

شود نظر گرفته مي صورت گسترده در طول المان در بلكه به
ها و تحليل آنها، حل دقيق کل با کاهش اندازة المان .[21]

ود، تعادل نيروها آيد. در روش المان محددست مي سازه به
ها نيز در ها در بين المانها و سازگاري تغيير مکاندر گره

هاي متفاوتي جهت در اين روش، المان شود.نظر گرفته مي
حل مسائل وجود دارد و با توجه به مسئلة موجود، از المان 

يک المان  7شود. با توجه به شکل تير استفاده مي
),(يکنواخت تير تحت نيروي عرضي  txf  .قرار دارد

اي هاي خطي و زاويههاي اين المان داراي تغيير مکان گره
)(هاي مجهول با هستند. اين تغيير مکان

1
tw ،)(

2
tw ،

)(
3

tw و)(
4

tw  ،نشان داده شده است. در اين شکل
)(ينيروهاي خط

1
tf  و)(

3
tfترتيب مربوط به تغيير  ، به

)(هاي خطي مکان
1

tw  و)(
3

tw  هستند و نيروهاي
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)(پيچشي 
2

tf  و)(
4

tf اي هاي زاويهمکانترتيب مربوط به تغيير  نيز به)(
2

tw  و)(
4

tw .هستند 
 

 . نوع شرايط مرزي تير1جدول 

 V M  Z نوع تير
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 . المان تير يکنواخت4شکل 
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 24صورت رابطة  توان بهها در المان تير را ميتغيير مکان
),(نشان داد. در اين رابطه  txw  تغيير مکان کلي تير

 است.

)()231(),(
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3

2

2
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l
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x
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x
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x
 (30)  

 کرد: يسيصورت زير بازنو توان بهاين معادله را مي





4

1

)()(),(
i

ii
twxNtxw       (38)  

xN)( که در آن
i

 توابع شکل هستند: 
32

1
)(2)(31)(

l

x

l

x
xN   

32

2
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l
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x
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توابع شکل در معادلات انرژي جنبشي و  با قراردادن اين
انرژي کرنشي خمشي المان تير، ماتريس سختي و ماتريس 

 آيد:دست مي صورت زير به جرم المان به
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 Iمدول يانگ و  Eجرم المان،  m ن روابطايکه در  يطور به

هاي اينرسي ماتريس. ممان اينرسي مقطع عرضي تير است
تعريف و محاسبه  ش رويپروابط صورت  و سفتي نيز به

 شوند. مي
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 ثير سرعت دورانيأت. 5
کز در تير در اثر سرعت دوراني و ايجاد نيروهاي گريز از مر

گردد که افزايش سفتي تير را هاي اضافي ايجاد مي تنش
هاي دارد. اين نيرو تنش يدرپ

x
  در صفحة خنثي ايجاد

کند و انرژي کرنشي که از اين نيرو در المان ذخيره مي
باشد شود از انرژي کرنشي خمشي در المان، بيشتر مي مي

ماتريس سفتي  11. با قرار دادن توابع شکل در معادلة [25]
 آيد.ت ميدس صورت زير به نيروي گريز از مرکز به

xd
x

w
tV

l

x





  

2

0

2
)(

2

1
)( 

 

  )()(
2

1
twktw cf

T 
       (22)  

نهايت نيروي گريز از مرکز به المان بي 5مطابق شکل 
شود. اين نيرو که به هر مقطع از انتهاي وارد مي dxکوچک 

صورت زير  شود بهاعمال مي xسمت چپ المان در فاصلة 
 باشند(:ان ميدار مختصات محلي الماست )مختصات پرايم


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       (21)  

هاي موجود قبل از المان تحت بررسي تعداد المان nکه 
 ه. ترم اول معادلاستهاي تير تعداد کل المان mاست و 

نيرويي که  ،و ترم دوم استمربوط به نيروي وارده به المان 
با جايگزيني معادلة  شود.از سمت راست هر المان وارد مي

و محاسبة انتگرال، ماتريس سفتي  11در معادلة  11و  23
 .آيددست مي به 17صورت  ز مرکز بهنيروي گريز ا
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 . المان دوراني تير و مختصات آن5شکل 
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صورت  توان بهتير را مياکنون مسئلة مقدار مشخصه، براي 
 نوشت: 15رابطة 

         02  wMKK
cf

     (20)  

هاي توان مقدار تقريبي فرکانسکه در نتيجه با حل آن مي
 طبيعي تير دوار را محاسبه نمود.

 
 گيري نتيجه. 6

مقايسه  [6]ن مقاله با مرجع يشده در ا هاي معرفيروش
يرهاي دواري که شدند. در اين مرجع به تحليل ديناميکي ت

داراي توزيع جرم و سفتي يکنواخت هستند، پرداخته شده و 
هاي طبيعي مود اول و دوم يک تير مقدار دقيق فرکانس

هاي فربنيوس صورت دقيق با استفاده از سري دوار به
محاسبه شده است. با توجه به اين مرجع، تير 

متر  2 يکسرگيرداري با سطح مقطع مستطيلي به مساحت
هاي  که فرکانسلوگرم بر متر يک 2 طول واحد بر جرم و مربع

عنوان ورودي براي  طبيعي آن استخراج شده است به
هاي عددي معرفي شده انتخاب گرديد و در ضمن از  روش

يک شکل مود استفاده شد که مقدار درصد خطاي بسامد دو 
مورد مقايسه قرار  4و  6هاي مود اول و دوم آنها در شکل

هاي مودهاي فرضي با ذکر است که روش لازم به اند.گرفته
هاي  توجه به داشتن عمليات رياضي به زبان متلب و روش

هاي متمرکز با توجه به نياز به عمليات تکرار و  جرم
همچنين جهت افزايش سرعت محاسبات به زبان فرترن 

 کدنويسي شدند.
هاي مودهاي فرضي با توجه به نتايج، در مورد روش

ها داراي خطاهاي گونه بيان کرد که اين روش ينتوان ا مي
محسوسي در مود اول هستند و از طرفي اين خطاها با 

يابد؛ يعني خطاها افزايش سرعت دوراني تير افزايش مي
که در سرعت دوراني  طوري يابند بهطور مداوم افزايش مي به

 5راديان بر ثانيه مقدار اين خطا، براي روش لاگرانژ به  58
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رسد و درصد مي 28و براي دو روش ديگر به بالاي  درصد
طور کامل توانايي همگرايي و  ها بهاز طرفي ديگر اين روش

هاي زير طور که از شکل پوشش کل مودها را ندارند. همان
مشخص است، روش لاگرانژ در مود اول و روش گالرکين و 

دهند. در کل  رايلي ريتز در مود دوم نتايج بهتري مي
ي مودهاي فرضي داراي سرعت محاسباتي بسيار ها روش

ها براي باشند. پس بهتر است از اين روشبالايي مي
محاسبة بسامدهاي طبيعي تيرهاي غير دوراني استفاده کرد 

هاي زير ها براي تيرهاي دوار در سرعتو يا از اين روش
دليل اينکه سرعت  راديان بر ثانيه بهره برد، به 18

دارند و جواب دقيقي را در اين محدوده محاسباتي بالايي 
 دهند.مي

هاي مودهاي هاي استفاده از روشيکي ديگر از ضعف
بيني اولية شکل مود مسئله توسط کاربر فرضي، نياز به پيش

دليل آنکه تابع فرضي انتخابي تأثير بسزايي در  باشد. بهمي
بيني درستي از دقت جواب دارد. کاربر بايد از قبل پيش

مود سازه جهت ورود به مسئله را داشته باشد که اين شکل 
 باشد. ها مييکي از معايب اين روش

هاي متمرکز دقت هاي جرمروش 4و  6هاي  مطابق شکل
خصوص در مود اول که مود اصلي  قابل قبولي دارند )به

توان با است( و در صورت داشتن خطاي قابل ملاحظه، مي
دست  زم را براي مسئله بهها، دقت لاافزايش تعداد المان

 188رو نتايج روش مايکل استاد با آورد. در مسئلة پيش
المان همگرا گرديد. اين  25المان و روش المان محدود با 

باشند و ها براي همة مودهاي سيستم پاسخگو ميروش
 دهند. همة مودها را پوشش مي

هاي متمرکز، روش المان محدود داراي در روش جرم
باشد که حتي مطابق دقت بسيار بالايي مي همگرايي و

ها و حتي روش مايکل استاد با هاي زير ساير روششکل
المان هم  25المان به دقت روش المان محدود با  188
طور  رسد و دليل آن اين است که در اين روش هماننمي

که بيان شد توزيع جرم، سفتي و نيروي گريز از مرکز در 
شود و اين روش تقريب بسيار طول هر المان ديده مي

که  طوري باشد، بهالمان دارا مي 25دقيقي را حتي با تعداد 
 887/8هاي دوراني تير خطايي کمتر از براي همه سرعت

شود. پس روش المان محدود بهترين درصد مشاهده مي
 باشد.روش مي

روش مايکل استاد نيز همانند روش المان محدود دقت 
هاي مودهاي ر اين روش برخلاف روشقابل قبولي دارد. د

يابد و فرضي خطا با افزايش سرعت دوراني تير افزايش نمي
 58که در سرعت  طوري ماند بهتقريباً مقدار ثابتي باقي مي

درصد و  5/8راديان بر ثانيه مود اول اين روش خطايي زير 
 باشد.درصد را دارا مي 2مود دوم نيز خطايي زير 

هاي متمرکز هاي جرمن کرد که روشتوان بيادر کل مي
با توجه به دقتي که دارند براي محاسبة بسامدهاي طبيعي 

اند، اما در مورد تيرهاي  دوراني مناسبتيرهاي دوراني و غير
هاي مودهاي غيردوراني از جهت سرعت محاسباتي، روش

هاي متمرکز هاي جرموجود روش ترند. با اينفرضي مناسب
ن محدود بهترين روش در حل مسائل خصوص روش الما به

افزارهاي همين دليل است که پايه و اساس نرم باشند؛ بهمي
ها مبتني بر  نيزيادي همچون آباکوس، انسيس و جز ا

 روش المان محدود است.
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